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Γιάννης Πλατάρος ἃι κριτική φίλη, Άννα Τσαμπούρη. 
ΤΟ ΜΑΘΗΜΙΑΤΙΚΟ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ «ΣΥΝΟΛΟ (0,1)» ΚΑΙ ΚΑΠΟΙΕΣ ΑΠΡΟΣΔΟΚΗΤΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 
ΤΟΥ. 





Ίο Μαθηματικό αντικείµενο «σύνολο (0.1)» και κάποιες 
απροσδόκητες ιδιότητές του. 


Εργασία στα πλαίσια σεμιναρίου του ΠΕΠ «ΙΓ ραμματισµός στα Μαθηματικά») 
(τµήµα Ι, 15 Μαϊου -26ό Ιουνίου 2020) 


Πλατάρος Ιωάννης ΠΗ:-05 « κριτική φίλή, Ἰσαμπούρηή Άννα ΠΗ:-03 


Τάξη Α΄ Λυκείου 

Διάρκεια 2 ώρες Έ | ώρα διαπραγμάτευση της κατ΄ οίκον εργασίας 
Νάθημα: Διαθεματικό, διακλαδικό Άλγεβρας -Γεωμετρίας 
Μέσα τρόπος υλοποίησης 


Ὑλοποιείται µε βιντεοπροβολέα είτε διαδραστικό πίνακα και ένα Φύλλο 
Εργασίας µε εργασία κατά οµάδες 32 μαθητών. 


Σκοποί και στόχοι: 


»Σ Να αποδείξουν οι µαθητές ότι 0.9999...ΞΙ και ὡς πρὠτο βήμα της 
διερεύνησης ότι το (0.1) δεν έχει μέγιστο αλλά ούτε Και ελάχιστο 
στοιχείο. 

» Να συνειδητοποιήσουν, µέσω γνωστικής σύγκρουσης, µετά την 
απόδειξη µε απαγωγή σε άτοπο. ότι αφού ὃεν έχει μέγιστο είτε 
ελάχιστο, είναι απέραντο µε την έννοια του ότι ὃεν έχει ούτε αρχή 
οὗτε τέλος, έστω και αν έχει πεπερασμένο µήκος. 

»Σ Να δουν µέσω ενός δυναμικού γεωμετρικού μοντέλου συνάρτησης, 
ότι το (0.1) τίθεται σε Ι-!Ι και επί απεικόνιση µε το (οο,-οο) και να 
διαπιστώσουν ότι υπάρχουν παραστάσεις συναρτήσεων. που ὃεν 
είναι τύποι, ή πίνακες ή διαγράµµατα ή καρτεσιανό γινόμενο ἡή 
σχέση συνόλων µόνο. 

»Σ Να δουν . πώς υλοποιείται το μοντέλο Κλάιν για την Υπερβολική 
Γεωμετρία στο ένα σκέλος τῆς άρνησης του 5’ αιτήµατος του 
Ευκλείδη. µε συνέπεια σε όλα τα είδη 1 εωμετριών που προέρχονται 
από την άρνηση του Ευκλειδείου αξιώματος στο ότι οι ευθείες και 
ο χώρος δεν έχουν οὗτε αρχή ούτε τέλος («...άγεται όχι μοναδική 
παράλληλη» Ξ «...άγονται δύο τουλάχιστον παράλληλες ή καμία 
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παράλληλη» τοι, έχουµε την Ὑπερρβολική Γεωμετρία είτε την 
Παραβολική Γεωμετρία.) 

» Στο µοντέλοτης Σφαιρικής -Παραβολικής 1 εώµετρίας, να ὃουν πώς 
υλοποιείται το «απέραντη ευθεία») µέσω μοντέλου του κύκλου και 
πώς υλοποιείται το «ευθύγραμμα τµήµα» ως «τόξο μέγιστου 
κύκλου», µε την ιδιότητα του «συντομότερου ὀρόμου μεταξύ δύο 
σημείῶν» 

» Να συζητήσουν και να εμπεδώσουν αναστοχαστικά, µέσω 
ὀημοσίου διαλόγου και διαπραγμάτευσης στην τάξη . σε κάποιο 
βαθμό, ότι η διαίσθηση απατά και ότι η µαθηµατική απόδειξη είναι 
υπεράνω της ὀποιας ανθρώπινης ὁιαίσθησης. 

» Να είναι σεθέση να εξηγούν την κεντρική ιδέα των παραδόξων του 
Ζήνωνος, που έγκειται στην διαπίστωση. ότι οποιοδήποτε συνεχές 
θετικό μέγεθος πεπερασμένο χωρίζεται σε άπειρους πεπερασµένους 
προσθετέους, αλλά κυρίως το αντίστροφο, ότι «όταν έχουµε άπειρο 
πλήθος θετικών προσθετέων, ὃεν σηµαίνει ότι έχουµε και άπειρο 
άθροισμα», όπου έγκειται και ο πυρήνας των παραδόξων του 
Ζήνωνος . όπως και το κλειδί για την εξηγησή τους. 


ΑΝΑΛΥΤΙΚΟΤΕΡΗΕΣ ΕΡΟΤΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤο «ΠΠ(2Σ) ἁ το 
«ἄ41λΤτο ΤΗΣ ΗΠΔΡΟΥΣΑΣ ΕΡΙ ΑΣΙΑΣ: 


1. Ποιο είναι το μαθηματικό αντικείµενο της παρέμβασης; 
Το σύνολο (0.1) και κάποιες συγκεκριμένες ιδιότητές του: 


ο Ότι δεν έχει μέγιστο και ελάχιστο. 

ο Ί)τι το προφανέστατα εικαζόµενο μέγιστο 0.999... δεν είναι, αφού 
κάνει Ι. 

ο ()μοίως συμβαίνει το ανάλογο αν θεωρήσουµετο (0.1) ως ανοικτό 
ευθύγραμμο τµήµα. 

ο Την συνειδητοποίηση της κόντρα διαίσθησης ότι κόβονταςτα άκρα 
είτε πέρατα αντικειμένου, εξακολουθεί πάντα να έχει καινούργια 
άκρα είτε πέρατα. 

ο Ό)τιτο(θ,]) Ως µην έχον πέρατα είναι αυτομάτως α-πέραντο έστω 
και πεπερασµένου μήκους. Είναι κάτι δεν συνιστά αντίφαση και 
υλοποιεί την α-πέραντη ευθεία στο μοντέλο της Ὑπερβολικής 
Γεωμετρίας του Κλάϊν. Όπως και ο κύκλος στο μοντέλο της 
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Σφαιρικής -Παραβολικής Γεωμετρίας, που δεν έχει αρχή και τέλος, 
άρα πέρατα. 

ο Όλι το άθροισμα απείρων πεπερασμένων θετικών ποσοτήτων. ὃεν 
ισούται υποχρεωτικά µε άπειρο. αλλά ενίοτε και µε πεπερασμένη 
ποσότητα. Πόρισμα αυτού, είναι ότι µε το πλέον διάσημο 


ΟΟ 
παράδειγµα της Γεωµετρικής Σειράς, ὁΣ ος μπορεί ένας 
ΚΞΙ 


μαθητής να εξηγήσει απολύτως πειστικά σχεδόν τα περισσότερα 
απὀ τα πιο γνωστά παράδοξα του Ζήνωνος, αφού λ.χ. αν το βέλος 
Κάνει χρόνο τ για να καλύψει το μισό της διαδρομής του!, θα κάνει 
τ/2 για το μισό της υπολειπόμενης, τ/4 για το υπόλοιπο μισό της 
υὑπολειπομένης κ.ο.κ. και τελικά 2τ χρόνο για τα άπειρα τεμάχια 
χρόνου, αφού ναι µεν είναι άπειρα στο πλήθος, αλλά πεπερασµένης 
διάρκειας 

ο Ί)τι κάθε ένα, δηλ. όλα. απὀ τα άπειρα στοιχεία του (0.1) 
«ζευγαρώνει» µε διαφορετικά στοιχεία του ΕΚ. (αναμενόμενο) αλλά 
και ότι κάθε ένα δηλ. όλα τα στοιχεία του Εξ . ζευγαρώνει µε 
ὁιαφορετικἀά στοιχεία του (0.1) «(εκπληκτικό ταν 
συνειοητοποιείται.) Το μοντέλο µέσω του οποίου γίνεται η 
συνειοητοποίηση είναι δυναμικό άκρως εποπτικὀ γεωμετρικό 
μοντέλο συνάρτησης (απεικόνισης) που πέραν της εισαγωγής στην 
έννοια της |-ἰ συνάρτησης συνιστά και µια µη διδασκόµενη στο 
Λύκειο αναπαράσταση της έννοιας της απεικόνισης-συνάρτησης. 

ο ἴ)τι υπάρχει κεντρική πυρηνική απάντηση στα περισσότερα 
παράδοξα του Ζήνωνος που θα είναι σε θέση να ζώσουν οι ίδιοι οι 
µαθητές, µετά την περάτωση της διδακτικής παρέμβασης. 


2. Γιατί αυτό είναι σηµαντικό το συγκεκριµένο γνωστικό 
αντικείµενο; 

ο Ἡ εμπέδωση τῆς έννοιας του (0.1) ὡς απέραντου συνόλου µέσω 
απαγωγής σε άτοπο. υλοποιεί την προαπαιτούµενη γνώση ότι είναι 
ανοικτό σύνολο, καθώς το ανοικτό σύνολο ορίζεται µε την έννοια 
της «ανοικτής σφαίρας» όπου κι αυτή είναι ανοικτό σύνολο. 


| Ἡ ταχύτητα, για απλοποίηση του ζητήματος, θεωρείται σταθερή. 
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ΟΟ 
ο Ἡ | εωµετρική Σειρά 2» σσ είναι το πιο κοινό παράδειγµα 
-] 


σύγκλισης των Μαθηματικών και ὁιασυνδέεται µε πλήθος 
εφαρμογών. 

ο Επεξηγείται εποπτικἀ και πειστικἀ η ύπαρξη της Ὑπερβολική 
Γεωμετρίας, έστω και σε στοιχειώδες υπόδειγμα. 

ο ὁ2χεὺδόν όλες οι παρεμβάσεις προκαλούν (το ξέρουμε εκ των 
προτέρων) µεγάλες και έντονες γνωστικές συγκρούσεις και αυτό 
είναι ό,τι πιο γόνιμο για µια διδακτική διαδικασία, αφού γνωστά 
υπάρχοντα γνωστικά εμπόδια είναι παρόντα στις έννοιες που 
ὁιαπραγµατεύεται η εργασία και που φιλοδοξεί να προλειάνει είτε 
αμβλύνει, αφού η όποια φιλοδοξία εξάλειψης, πρέπει να θεωρείται 
επιστημονικά ουτοπική. εξ ορισμού του επιστημολογικού εμποδίου 
ως «επίμονου» που όμως για να µετριαστεί, θα πρέπει να υπάρξουν 
γνωστικές συγκρούσεις όσο το δυνατόν πιο έντονες και αυτό 
επιχειρείται εδώ. 


5. Πως συνδέεται µε προγενέστερες μαθηματικές εµπειρίες; 


Τα διαλαμβανόµενα στην παρούσα εργασία, απαιτούν την γνώση της 
μετατροπής δεκαδικού περιοδικού σε ρητό, που ὁιαπραγµατεύεται 
ὁιδακτέα ύλη της Α΄ Γυμνασίου. Επίσης ὁιαπραγματεύονται αποδείξεις 
µε απαγωγή σε άτοπο, που έχουν ξανασυναντήσει λίγες φορές οι µαθητές 
πριν. 


4. Σετι αναμένεται να βοηθήσει στη μελλοντική πορεία; 

ο ὂτην καλύτερη κατανόηση της αξιωματικής βάσης της 1 εωµετρίας 
σε απτά παραδείγματα. 

ο ὂτην καλύτερη κατανόηση τῆς έννοιας της Σύγκλισης. 

ο ὂτην παράθεση απλής απὀδειξης εύρεσης του αθροίσματος τῆς 
Γεωμετρικής Σειράς. 

ο Σε µια ακόµα ασυνήθη αλλά εξόχως παραστατική αναπαράσταση 
της έννοιας της Συνάρτησης και μάλιστα |-ἱ μεταξύ ὁδύο 
εννοιολογικά κόντρα συνόλων γι το Ι-Ι . αφού το ένα είναι 
πεπερασµένου µήκους καιτο άλλο απείρου. 

ο Το 0.999... Ξι γνωρίζουμε εμπειρικά ότι παγκοσμίως είναι 
«ὁυσαποδέξιµμο» αποτέλεσμα, παρ ότι είναι πολλαπλώς αποδείξιµο] 
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Καλό είναι να επισημαίνεται εμπεδώνεται νωρίς ὀεδομένου ότι 
υπάρχουν στοιχειώδεις τρόποι απόδειξης 

Συνειοητοποιούν οι µαθητές µε τα όλα παραδείγματα, ότι «τα 
φαινόμενα απατούν», η «διαίσθηση εξαπατά, αυταπατώ) και τελικά 
ο μόνος σίγουρος μπούσουλας για εύρεση της αληθείας είναι η 
Μαθηματική απόδειξη. µε τι όποιες αβεβαιότητες ανακύψουν 
γνωστικά πολύ αργότερα. 

Να γοητευθούν από τις ιδιότητες του απείρου για να ασχοληθούν 
καλύτερα µε τα Μαθηματικά. 


Με ποιες άλλες έννοιες ή προβληματικές καταστάσεις µπορείνα 
συνδεθεί; 

Η έννοια του ορίου είναι µια έννοια που υπόκειται σε πολλές 
παρανοῄσεις και επιστηµολογικά εμπόδια ενώ συνιστά βασικό 
προαπαιτούµενο για οτιδήποτε στοιχείο του Απειροστικού 
Λογισμού. Διάφοροι βαθείς διδακτικοί ερευνητές του θέµατος όπως 
οι οἱετρίησΚκα, Νατάϊ , Τι . Ἠ/ηΠαπης, Ὑϊπποτ, αλλά και πολλοί 
άλλοι, έχουν ασχοληθεί διεξοδικώς µε αυτά και ίσως µια οδός για 
την μελλοντική τους άµβλυνση είναι να µην αποσιωπώνται οι 
γνωστικές συγκρούσεις που μπορούν να προκύψουν από έννοιες 
που θεωρούνται «πλήρως κατανοητέο» όπως το σύνολο (0,1) που 
µέσω του αλγεβρικού μοντέλου θ-«χ«Ι θεωρείται απολύτως απλό, 
ώσπου να τεθεί το θέµα αν έχει μέγιστο στοιχείο αν υπάρχει και δεν 
μπορούμε να το ανακαλύψουµε ή αν απλώς ὃεν υπάρχει. 

Ὑπάρχει διάχυτη η αντίληψη ότι η μόνη πραγματική Γεωμετρία που 
πράγµατι υπάρχει είναι η Ευκλείδεια και µέσω ὀδιδακτικής 
παρέμβασης ιδίως µε το τελευταίο μοντέλο της Σφαιρικής - 
Ελλειπτικής, θεωρούμε ότι αποδυναμµώνεται µια γενικώς εδραία 
κοινή µη επιστημονική αντίληψη-παραθεωρία. 

Για παράδειγµα, το υπό διαπραγμάτευση θέμα ϱ0.999...ΞΙ . 
απασχολεί όλα τα φόρα που μετέχουν μαθηματικοί είτε φοιτητές 
μαθηματικών’. Στην πλειονότητα το αποτέλεσµα µε όποιους 
τρόπους και να αποδειχθεί γίνεται δύσκολα αποδεκτό μάλλον µε 
κύρια αιτία τις διαφορετικές οπτικές εν δυνάµει και εν ενεργεία 
απείρου. Μετον Καντόρ, έχει επικρατήσει η έννοια του απείρου ως 


2Ο οποιοσδήποτε αν πληκτρολογήσει στην 6οοΡΙε ἴο 0.999..Ξ1 λαμβάνει µια πραγματικά 
εντυπωσιακή πληθώρα αποτελεσμάτων απὀ ὀλοτον Κόσμο: 
ηἰίρς: 
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«ολοκληρωμένο άπειρο» χωρίς να εξαφανιστούν και οι αντιρρήσεις 
γι αυτό. Η εξήγηση αυτή. συνιστά προσωπική µας γνώµη. απὀ την 
αποκρυπτογράφηση των συζητήσεων των «αντιρρησιών» στα 
ὁιάφορα μαθηματικά φόρα. Επί του δέοντος γενέσθαι έχουμε την 
γνώμη. ότι καλύτερα αυτές οι αλήθειες να εισαχθούν προληπτικά 
καινωρίς, δεδομένου ότιη µαθηµατικήςτους διαπραγμάτευση είναι 
στοιχειώδης. 


6. Ὑπάρχουν εναλλακτικές προσεγγίσεις προς την κατεύθυνση της 
διαφοροποίησης: 

ο Ἡ εργασία κατά οµάδες αμβλύνει µέχρι ενός ορίου τις διαφορές τῶν 
μαθητών στο γνωστικό επίπεδο, αν και οι γνωστικές συγκρούσεις 
που θα τεθούν έχουν στατιστικά καθολικό χαρακτήρα. Οι διαφορές 
ὀεξιότητας στον αλγεβρικό χειρισμό εξακολουθούν να υπάρχουν αν 
και οἱ όποιες προσεγγίσεις στο Φ.Ε. γίνονται µε τον πιο απλό 
γνωστὀ στον συντάκτη υπάρχοντα τρόπο. σε πρὠτη προσέγγιση. 


7. Μπορεί η παρέµβαση να γίνει σε μικρότερη τάξη: Αν ναι µε 
ποιες αλλαγές; 

ο (Θεωρούμε ότι υπάρχουν γνωστικά αντικείμενα που θεωρούνται 
υψηλού Πανεπιστημιακού επιπέδου πλην μπορούν να διδαχθούν 
επιτυχώς π.χ. στην Α΄ Λυκείου, όπως η αριθµησιµότητα τῶν 
Φυσικών. µετους Ρητούς και η απὀδειξη της υπεραριθμησιμότητας 
του (0.1) µε τους ρητούς µε εξήγηση του «Διαγωνίου 
Επιχειρήµατος» του Καντόρ, που χρειάζεται την έννοια της 1: 
συνάρτησης Και την απαγωγής σε ἀτοπο. 

ο Τα περισσότερα πλην των Γεωμετρικών μοντέλων μπορούν να 
ὁιδαχθούν στην! ΄ . υμνασίου καιπιο κάτω. Το ότιθ.999...ΞΙ. είναι 
ὁιδακτό απὀ ΣΤ΄ Δημοτικού ενώ το ότι το (0.1) δεν έχει μέγιστο 
από Ι΄ Γυμνασίου, αρκεί να έχουν προηγηθεί κάποια λίγα θέµατα 
απαγωγής σε ἀτοπο. 


δ. Μπορεί η παρέµβαση να γίνει σε μεγαλύτερη τάξη; Αν ναι µετι 
προσθήκες, μετατοπίσεις; 

ο Στην Β Λυκείου µε διαπραγμάτευση ενός καλύτερου προβλήματος 
όπως «Σε ένα διαμέρισμα µε ὖψος 32πι τοποθετούμε στο δάπεδό του 
κύβο ακµής 211 και στην συνέχεια πάνω του νέο κύβρο µε την µισή 
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ακμή (111) κ.ο.κ. Ζητείται µετά απὀ πόσους κύβους «θα πιάσουµε 
ταβάνυ Τι όγκος θα έχουν τότε οι κύβοι, τι εμβαδόν συνολικής 
επιφάνειας. 3 

ο Γενικότερα, στο τέλος της Εργασίας, έχουµε παραθέσει 10 
ὁδιερευνητικά προβλήµατα γύρω από θέµατα οριακών καταστάσεων, 
όπου λ.χ. τα 7 πρὠτα προορίζονται για την Α΄ Λυκείου. Ίσως και 
άλλα αναλόγως επιπέδου τάξης και ίσως πιο πάνω. Τελειώνουμµε µε 
3 «αθώα» τελευταία ερωτήματα, όπου στο τελευταίο, την 10" 
κατάσταση προβλήματος, εκ των πραγμάτων. τίθεται θέµα 
επάρκειας 1 εωμετρικού ορισμού για τα ίσα σχήματα. Για να 
ὁιδαχθεί κάτι απὀ αυτά τα εξαιρετικά προκλητικἁἀ, πρώτος ο 
ὁιδάσκων θα πρέπει να είναι ενημερωμένος κάτι που έχουµε κάνει 
κυρίως µε τις υποσημειώσεις και τα σχόλια και συνδέσμους 
κάποιων παρεμφερών θεματικών που έχουµε ασχοληθεί κατά 
καιρούς. 


9. Ἡ γλώσσα που χρησιµοποιείται είναι κατανοητή από τους 
µαθητές; 


Χρησιμοποιούνται αναπόφευκτα εξωμαθηµατικές εκφράσεις για 
εκλαΐκευση του θέµατος, πράγµα που είναι δίκοπο μαχαίρι για μόνιμες 
ανυποψίαστες παρανοήσεις όπως λ.χ. όταν κατασκευάζουµε άπειρα 
αντικείμενα µε άπειρες διαδικασίες (λ.χ. φράκταλ) και βάζουμε και τον 
χρόνο στα βήματα που συνιστά αντικειμενικό εμπόδιο στην κατασκευή! Η 
θεώρηση του χρόνου στα μαθηματικά λ.χ. συνιστά ένα πολύ γνωστό 
γνωστικό εμπόδιο στα Μαθηματικά, αφού «η ακολουθία 1/ν, όλο 
πλησιάζει το 0, αλλά ποτέ ὃεν το φθάνευ . Αλλά και αχρονικά να 
θεωρήσουμε τα Μαθηματικά το συγκεκριµένο εμπόδιο ὃεν αίρεται 
εὐκολα, αφού υπάρχει και η διπλή οπτική του απείρου ως «εν δυνάµευ) 
και ὡς «εν ενεργεία», όπου η πρώτη οπτική επιτρέπει την διατήρηση της 
πλάνης. 


10.Ποια είναι τα κριτήρια επιτυχίας/αποτυχίας στην παρέμβαση: 

ο Ἡ εντύπωση που θα εισπράξει ο καθηγητής κατά την 
ὁιαπραγµάτευση των θεμάτων. η οποία θα επικυρωθεί µετην σωστή 
τοποθέτηση των μαθητών στα παράδοξα του Ζήνωνα. Η ελάχιστη 
σωστή αποδεκτή προσέγγιση µπορεί να θεωρηθεί «...ναι έχουµε 


3Το 2001 είχαµε κάνει µια παρεμφερή εργασία µε περίπου την ίδια θεματολογία εδώ: 
ηιῖρς://νννννν.αεαἀεπιἰᾶ.θαμ/21246646/27. Η διδασκαλία του απείρου στην Μέση Εκπαίδευσ 
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άπειρο άθροισµα χρόνων είτε διαστημάτων. αλλά στην περίπτωση 
αυτή, αυτό το άπειρο άθροισμα πεπερασμένων ποσοτήτων, κάνει 
πεπερασμένη ποσότητα. 

11.Πως η συµµετοχή ενός μαθητή θεωρείται επιτυχής: 

ο Ί)ταν µπορεί να εξηγήσει έστω Και εποπτικά ότι το (0.1) δεν έχει 
πέρατα . αφού αν υποθέσουμε Ως λ.χ. μέγιστο το α . τότε σίγουρα 
α-«Ι και ανάµεσα στο | και το α υπάρχει ένας άλλος, λ.χ. ο µέσος 
ὀόροςτους, ο(α--Ι)/2 που ανήκει στο (0.1) και είναι πιο μεγάλος από 
αυτόν που θεώρησα τον «μέγιστο» . Το συμπέρασμα «πιο μεγάλος 
από τον μέγιστο» συνιστά άτοπο. ἁρα δεν υπάρχει μέγιστος. 

ο Ότιοθ,9οο... δεν είναι ο µέγιστοςτου συνόλου (0.1) αφού κάνει |. 

ο Ί)τι το (0.1) είναι απέραντο, αφού ὃεν έχει πέρατα, ας είναι 
πεπερασµένου μήκους . όπως και ο κύκλος είναι ένα απέραντο 
σχήμα αφού ὃεν έχει αρχή οὔτε τέλος όπως και η ευθεία και το 
επίπεὸο είναι απέραντα σχήματα . όπως και ο κυκλικός δίσκος απὀ 
τον οποίον λείπει ο κύκλος. (εσωτερικό κυκλικού δίσκου) 


12.Αν υπάρξουν µαθητές που ὃεν τα καταφέρνουν τι θα γίνει; 

ο Ἡ Παγκόσμια εμπειρία περί το θέµα λέει ότι πάρα πολλοί 
ὁὀυσκολεύονται µε αυτά τα θέµατα που άπτονται θεμάτων µε το 
άπειρο και την διαίσθηση. Η όποια ενεργός αμφισβήτηση τῶν 
αποτελεσμάτων, µπορεί να θεωρηθεί εξαιρετικά µεγάλη επιτυχία 
του µαθήµατος όταν υπάρχουν και όποια επιχειρήματα. Κι αυτό, 
διότι θα έχουµε προκαλέσει την γνωστική σύγκρουση. της οποίας 
είμαστε θεατές σαν να έχουµε µπει στο μυαλό του άλλου. 

ο ]νωρίζουµε, ότι και αυτοί που θα χειριστούν σωστά την όποια 
στοιχειώδη άλγεβρα που απαιτείται, µπορεί να έχουν πρόβλημα 
ουσιαστικής κατανόησης σεβάθος. Μπορούμε να γίνουμε πολύ πιο 
συγκεκριμένοι, µε µια βιωµατική αναφορά: 

Πριν πάρα πολλά χρόνια, δεκαετίες. ρωτώ έναν καθηγητή που μόλις 
έχει βγει απὀ την τάξη, στο διάλειμμα : «Τι κάνατε» Και µου είπε 
το άθροισμα τῶν απείρων όρων φθίνουσας 1 εωµετρικής Προόδου 
µε λόγο 2 καιπρώτο όροτο]. Εκεί ακριβώςτου έθεσα το πρόβλημα 
: «Αν προσθέσω άπειρες στο πλήθος θετικές ποσότητες, προσοχή! 
..ἄπειρες θετικές ποσότητες, καμία μηδέν, καμία αρνητική. τι 
αποτέλεσµα θα πάρω» Και εισέπραξα την απάντηση: «Άπειρο 
Φυσικά!|..» ΕΠ γνώση Και τῶν συγκυριών που πήρα αυτή την 
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απάντηση µε προβληµάτισε πολύ για την αντίληψη του ὁὀποιου 
βάθους των μαθηματικών εννοιών που χειριζόµαστε... 


12. Ὑπάρχει πρύβλεψη για αξιοποίηση ᾽ατελών)” προσεγγίσεων 
των μαθητών; 


Κατά το δυνατόν έχουν προβλεφθεί οι όποιες αναμενόμενες 
απαντήσεις των μαθητών. 


14. Ὑπάρχουν στοιχεία που προέκυψαν από την παρέμβαση και θα 
μας είναι χρήσιμα σε μελλοντικές; 


Πάντα ο καθηγητής σε τέτοιου είδους παρεμβάσεις διδακτικές εισπράττει 
προσεκτικά την ανάδραση των μαθητών και είτε προβαίνει σε διορθωτικές 
κινήσεις είτε ακόµα και δοµικές. Πάντα πειραματίζεται για το καλύτερο. 


15. Σε ποιες γενικές κατευθύνσεις μαθηματικού γραμματισμού 
μπορεί να ενταχθεί η παρέμβαση: 


Οι ὁραστηριότητες που ὁιαπραγματεύονται στο παρόν σενάριο, 
εντάσσονται στις αρχές της ενεργού µμµάθησης και της 
προγραμμµατισµένης ὁραστηριότητας µε συγκεκριµένο στόχο. να 
προκαλέσει µεγάλη γνωστική σύγκρουση και να προκύψει κατά Πιαζέ 
σύγκρουση και προσαρμογή. µέσω αφομοίῶσης -συμμόρφῶσης 
εξισορρόπησης. Επίσης η διαπραγμάτευση γίνεται µέσω διαδικασιών 
επίλυσης προβλήματος µε σκοπὀ την προαγωγή της νοητικής 
«ευκινησίας». 


Το πλαίσιο τῆς ανάπτυξης του σεναρίου είναι κατά βάση Αλγεβρικό, 
Γεωμετρικό, Λογικό, Απειροστικὀ, Συνολοθεωρητικὀ, «Φφιλοσοφικο- 
μαθηματικό (αναγκαστικά) µε µικρές προεκτάσεις σε γνωστές βασικές 
έννοιες Φυσικής και Χημείας. 


Ίο πλαίσιο. περιλαμβάνει µαθηµατικἀά καθηµερινά αντικείμενα 
«καθημερινής χρήσηο και των απρόσµενων προεκτάσεων και 
σημειολογιών που κρύβουν την γνωστική σύγκρουση που προκαλείται 
μόλις αναδειχθούν αυτές οι ειδικές σημειολογίες, σημασίες τους που δεν 
γίνονται εκ πρὠτης όψεως αντιληπτές. Ουσιαστικά εκεί έγκειται όλο το 
ενδιαφέρον τής ὁραστηριότητας. 


Το ειδικό περιεχόµενο της ὁραστηριότητας είναι όπως είπαμε 
«ὁδιακλαδικόὀ» στα μαθηματικά µε µικρές φυσικοχηµικές γνώσεις. 
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Διαπραγματεύονται έννοιες όπως ο χώρος, το σχήμα και η ποσότητα, µε 
εκκίνηση απὀ ένα πρόβλημα, η επίλυση του οποίου έχει προεκτάσεις και 
αναπαραστάσεις και σε άλλους κλάδους. 


Κυρίως η διαπραγμάτευση που γίνεται, προάγει την Μαθηματική σκέψη 
την διατύπωση συλλογισμών καιτην ανάπτυξη επιχειρημάτων, σε πλαίσιο 
γραπτής και λεκτικής επικοινωνίας, µε βάση τα θέµατα μαθηματικού 
περιεχοµένου που διαπραγματεύεται το σενάριο. 


Οι µαθητές, καλούνται να αναπτύξουν σε ελάχιστο βαθµό δέσμες 
ενεργειών αναπαραγωγής εννοιών καινα εκτελέσουν δέσµες συνδέσεων 
εννοιών Άλγεβρας, Γεωμετρίας και Ανάλυσης µε εφαρµογή και στον 
Μαθηματικό φιλοσοφικό στοχασμό µε αναμενόμενη βελτίωση στην 
ικανότητα αναστοχασμού που θα αποτιμηθεί κατά ένα µέρος στην 
ανταπόκριση επίλυσης των προβλημάτων που θα τεθούν ως εργασία 
κατ΄ οίκον. 


Σονιστώµενη προαπαιτούµενη γνώση: 
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Αναςβθ.τόεας «ϱ (0) (η µέση τιµή δύο αριθμών, είναι 


στην µέση τους, µε την έννοια µέση τους να ταυτίζεται µε την µέση του 
ευθυγράµµου τμήματος που ορίζουν στην ευθεία των ΠΗΠραγματικών 
Αριθµών. 


Η (2 ) είναι ειδική περίπτωση της ακόµα γενικότερης του «σταθμικού 
μέσου όρου» όπου δηλαδή ανάλογα «με την βαρύτητα» που δίνουµε στα 
ακαιβο Μ.Ο. είναι πιο κοντά στο α ή πιο κοντά στο β 


“.ατν.ῇ «β 
1. ν 


Ανας«ςβῤκαιμ.ν θετικοίΙ.τότεα « 


Κάποιοι µαθητές που έχουν µια άλλη αλγεβρο-γεωµετρική αίσθηση. για 

να βρουν το µέσον του ευθυγράµµου τμήµατος-συνόλου {|α.β], λένε: 

«Βρίσκω το µήκος του [α,β] που είναι β-α (χωρίς να το προσεγγίζουν 

β-α 
. 





κατ΄ ανάγκη µετο γενικότερο |β-α|) µετά βρίσκωτο µισότου, δηλ. το 


β-α 
2 





και μετά στο α, προσθέτω το και βρίσκω την µέση του |α.β]. 
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Συνοπτική παρουσίαση του Σεναρίου προστιθέμενη αξία και 
επεκτασιµότητα : 


Οι µαθητές δουλεύουν σε οµάδες και ο καθηγητής επιβλέπει κρατώντας 
τον χρόνο και δίνεις διευκρινήσεις είτε κάνοντας ευρετικές νύξεις. Η 
εισαγωγή γίνεται µε ένα πρόβλημα προκλητικὀ που αναμένεται να 
επιφέρει συζητήσεις για την διαπραγμάτευση τῆς λύσης του. Στην πορεία 
του Φύλλου Εργασίας αναδεικνύονται οιτεθέντες στόχοι-σκοποί. Η όποια 
πρωτοτυπία του σεναρίου, έγκειται στην διαθεµατική προσέγγιση του 
αντικειμένου, αλλά και στην ανάδειξη του γεγονότος ότι το (0.1) ὸεν έχει 
άκρα κάτι που δεν υποδηλώνεται οὔτε εμμέσως σε οποιοδήποτε σηµείο 
της ύλης Γυμνασίου -Λυκείου (ή να περνά ασχολίαστο, χωρίς καμία 
πρόσληψη απὀ τους µαθητές όπου ίσως ὡς πρωτοετείς φοιτητές του 
μαθηματικού καταπλήσσονται σφόδρα µε την ανακάλυψη ότι 0.9990...Ξ1 
και «δεν την ὀέχονταυ έστω και αποδεδειγµένη, κάτιπου είναι Παγκόσμιο 
φαινόμενο ) Εξαιρετικά συναφἠς είναι και η απάντηση στο ερώτημα «Αν 
πάρουμε άπειρους στο πλήθος θετικούς αριθμούς (κανένας μηδέν, κανένας 
αρνητικός) και τους αθροίσουµε , τι αποτέλεσµα θα πάρουμε; Άπειρο ή 
πεπερασμένο; Η απάντηση και από φοιτητές είναι «προφανώς άπειρο» ας 
έχουν διδαχθεί απὀ το Δημοτικό ότι 0.333333...ΞΙ/3 και από Β΄ Λυκείου 


οΟ 
το ότι σσ . Το μοντέλο του λάθους είναι ισχυρότατο καθώς 
ο. 


ουσιαστικά εδράζεται στο «απολύτως φυσιολογικό και εύλογο» αξίωμα 
των Αρχιμήδους -Ευδόξου που ισοδυνάµως λέει «ότι αν έχουµε ένα 
απειροελάχιστο μέγεθος, μπορούμε να το πολλαπλασιάσουµε µε έναν 
Φυσικό αριθµό αρκούντως µεγάλο και να ξεπεράσουμε κάθε γνωστή 
τεράστια ποσότητα που έχουµε θέσει ως ὁριο.»ρ. Δηλ. Ανα,.β ΕΙΝ και 
α-β, Ἵνεβνινα»β 


Η συνειοητοποίηση των παραπάνω είναι µια καλή γέφυρα σε µαθητές εξ 
απαλών ονύχων να εξοικειωθούν σε πρωτόλειο βαθµό µε έννοιες Γ΄ 
Λυκείου, µη Ευκλείδειες Γεωμετρίες και µε την τοπολογία του Ν και να 
µην πανικοβάλλονται χωρίς Ιεωµετρική εποπτεία ακούγοντας για 
«ελάχιστα ἀνω φράγματα συνόλου που ὃεν ανήκουν στο σύνολο» που 
«περιέργως» λέγονται και «5ΙΡΙΕΠΙΙΠΙ» Κ.Ο.Κ. 


Οι ειδικότερες οὐηγίες και ενδεχόµενες τροπές του σεναρίου 
παρουσιάζονται και εντός του εποµένου φύλλου Εργασίας. Το φύλλο 
εργασίας, δεν είναι απαραίτητο να έχει εκτυπωµένα αναγκαστικά όλα τα 
ερωτήματα, αφού ενίοτε η διατύπωση ερωτημάτων επί συναφούς θέματος 
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προκαταλαμβάνει απαντήσεις. Σύντομα ερωτήματα τα αντιγράφουν από 
προβολέα στο ΦΕ καιτα απαντούν. 


Στο ΦΕ περιλαμβάνουμµε όλες τις κατά το δυνατόν εικαζόµενες δυνατές 
τροπές που µπορεί να πάρει το µάθηµα. Επειδή υπάρχει ο παράγοντας 
χρόνος, κάποιες τροπές σεναριακές ὀύνανται να επαφεθούν «ὡς 
ὁραστηριότητες σπίτι, όπως λ.χ. το «θεωρητικό ερώτημα» για πόσο 
κοστίζει ένα κιλό ζάχαρης μείον το βάρος ενός µορίου ζάχαρης, αν το 
κιλό κοστίζει 1Ε,που συνιστά ένα «πρακτικό άνω φράγμα») στην ελάχιστη 
αξία σε ζάχαρη. 


Φύλλο Εργασίας: 





1. Ο Διάσημος Κροίσος 


Ένας σύγχρονος διάσημος τσιγκούνης, αλλά «Κροίσος», προκειµένου να 
συζητηθεί το όνομά του δωρεάν, έθεσε δημοσίως το εξής πρόβλημα: 


«Όποιος µου ὁῶσει τήν μεγαλύτερή αξία που υπάρχει κάτω απὀ Ιέ, του 
χαρίζω το μισό τής αμύθητής περιουσίας µου!» 


Πώς είναι τόσο σίγουρος ότι κανείς ὃεν θα του λύσει το πρόβλημα 
ὀεδομένης της παθολογικής του τσιγκουνιάς; Μήπως εσείς έχετε µια 
απάντηση στο πρόβλημα; 


Απάντηση: 


(0Ο καθηγητής προτρέπει τις οµάδες να γράψουν τις απαντήσεις τους) 


άιαπραγμµάτευση πιθανών απαντήσεων µεταξύ μαθητών αναλόγως και 
των πιθανών απαντήσεων: 


4) 0,οοέ . Είναι ὀντως το μεγαλύτερο νομισματικόὀ ποσὀ κἀτω απὀ Ιέπου 
μπορούμε να επιτύχουμε µε κυκλοφορούσες υποδιαιρέσεις, αλλά το 
πρόβλημα του Κροίσου έχει τήν μαγική Λλεζούλα «αζϊα» και ὀχι «αζϊα σε 
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νομίσματα» ΓἹα παράοειγια όλοι ζέρουµε ὁτι υπάρχει και ατα 0,990. 
/ΠΙαράδειμα : «Χρησιμιοποιῶ µια υπήρεσία ῥιντεοπαιγνιοιού που χρεώνεται 
µε το ὁευτερόλεπτο και κοστίζει Ιέ τα Ι00ύ0κος. ἄν τελειώσω στα 900π5ες 
πρέπει να πληρώσω 0,999έ, ἆρα έχουµε µεγαλύτερη αξία! 


Αν έχω ΙΚοτ ζάχαρης {(12Η22Ο1/ που υποθέτω ὀτι το έχω ζυγίσει ακριρῶώς 
(ὃεν γίνεται, αλλά το υποθέτουμε ότι γίνεται) Και αφαιρέσω τήν ελἀχιστή 
ποσότητα ζάχαρης που μπορῶ να αφαιρέσω και εἴναι (;) ....το ένα µόριο, 
θα βρω κάτι Λιγότερο και µία αξία 0,999...µε 235 εννιάρια (1 Ἰατίς) 


0,60223Χ1034 μόρια ζάχαρης ζυγίζουν περίπου 342,3 οἵ 
ρ6 /000ργ 
Λόλις βρω το χ, θα ἐχω τήν αναλογία (ή «απλή μέθοδο των τριών») 


χΧ 1 .. 
-------- απ όπου θα βρω και το ζ. 

Χ-ἶἰ 
Ρ Π / ια 1 / ο | ’ 0 4 ο 

) Η ὀποια αξία αναλόγως χρόνου που εἶναι συνεχές μέγεθος µπορεί να 
ὁῶσει απεριόριστα εννιἀρια. Π ὁὀποια αξία αναλόγως υλικού, οἴνει 
πεπερασμένα εννιάρια, καθῶς υπάρχει έσχατο ποσοτικὀ ὀριο υλικής ουσίας, 
το µόριο, καθῶς είναι το ελάχιστο ὀριο που ὁιατηρεί τις ιὀιὀτήτες του υλικού 


απὀ το οποῖο προέρχεται. 


/} ή θεώρηση του 0,999...Φ99 µε ν εννιάρια επἀγει το επιχείρήµα «πες όσα 
εννιάρια θες! Όσα πεις εσύ, εγῶ θα λέω και ...ένα παραπάνω/» (που οδηγεί 
σε μεγαλύτερο αριθµό πριν το Ἰ. 


Η θεώρηση του 0,999... µε άπειρα εννιάρια εἴναι ή αναπόφευκτη κατἀλησή. 


Εδώ ο καθηγητής θέτει επί πίνακος σε όλες τῆς οµάδες (δεν υπάρχει στο 
Φ.Ε.) την άσκηση : 


΄στην Φυσική υπάρχει Και η άποψη του κβαντισµένου χρόνου, του «διακριτού» χρόνου, δηλ. των 
«διακριτών χρονικών μονάδων» όπως συμβαίνει µετους ακεραίους όπου ανάµεσα σε δύο 
διαδοχικούς ακεραίους, δεν υπάρχει άλλος ακέραιος. Στα μαθηματικά πριν την περίφημη έννοια 
του συνεχούς, έχουµε την έννοιατου «πυκνού συνόλου» ὀπωςτο Ο, όπου ανάµεσα σε δύο ρητούς 


οσοδήποτε κοντά υπάρχει ενδιάµεσος και τελικά άπειροι άλλοι, αριθµήσιµοι (Άλεφ μηδέν δρ ). Με 


το συνεχές που έχει ως ιδιότητατο | , ανάµεσα σε δύο οσοδήποτε κοντά πραγματικούς, υπάρχει 
ενδιάµεσος και τελικά άπειροι άλλοι υπεραριθµήσιµοι.(Άλεφ ένα κ;) όπου μεταξύ 


υπεραριθµήσιµου και αριθµήσιµου απείρου υπάρχει η γνήσια ανισότητα 23 -- δὲ, Σ ὃδ,όπως 


απέδειξε ο (αΠΙΟΓ µετο «διαγώνιό του επιχείρημα» που στην ουσία ήταν ένα νέο αξίωμα των 
μαθηματικών, το «αξίωμα της επιλογής» 


ος κα 





2. Μετατροπή του ρητού περιοδικού 0.999... σε ρητό 


«Να μετατρέψετε τον δεκαδικό περιοδικό αριθµό 0.999... (άπειρα 
εννιάρια ) σε ρητό, όπως έχετε μάθει στην Α΄ Γυμνασίου»” 


Το αποτέλεσµα 0.996...ΞΙ οδηγεί σε αποτυχία, αφού «αναζητούμε την 
µεγαλύτερη αξία μικρότερη από 1.26 


Εκτός απὀ τον τρόπο που υπάρχει στο βιβλίο της Α΄ Γυμνασίου, δηλ. 


χΞ0 ου... 
101-000... 


10Υ-- Υ --9.0000000.... 


ογ-ο 
-. 

χτο 

ΥΞΙ 


(όπου σε αυτόν αναμένεται να καταλήξουν οι µαθητές) εναλλακτικά 
υπάρχουν και οι θεωρήσεις: / 


| 
Γ53.99.039..«09099.. ἠ 1ο -9-ς -9-Ο1Η1.. «0999. 


Συνοψίζει ο καθηγητής µετά την διαπραγμάτευση του αποτελέσματος: 


«Άρα ὃεν είναι το 0,9990..., αφού κάνει Ι και εμεῖς θέλουμε αδῖα µκρότερή 
από ᾖ.... 


µΙτρ://6οροο(ς.θἀι.σι/πιοαυιἰες/εροοΚ/ςΠονν.ΡΗρ/Π5ΕΥΜΝ-Α200/426/2866,10953/ 

6Το ερώτημα λογικά είναι δόκιµο, αφούλ.χ.στα Ν και ὦ «ο μεγαλύτερος Φυσικός κάτω από 10 
είναι το 9» Τα πράγματα αλλάζουν άρδηνστα (κ. 

”Το θέµα, όσο κι αν φαίνεται απλοϊκό, είναι εξαιρετικά σοβαρό παγκοσμίως. Στον επόμενο 
σύνδεσμο είναι η παράθεση απὀ Βικιπαίδεια για το θέµα: Ὠῖϊτρς://ε|.ννκρεαία.οΓρ/ννἠκ/0,999... Ενὼ 
στον επόµενο μαζεμένες κάποιες αποδείξεις, αφού το αποτέλεσµα δεν είναι τόσο «αποδεκτό» και 
παράτις αποδείξεις! Πἰῖρς://6η.«βἰ8Π16ο.εοπι/ροοΚκς/Ο00Δ487572506483ς583518694 


ος κα 





5. Το (0.1) δεν έχει μέγιστο στοιχείο. 


Μήπως, απλῶώςτο (0, 1) ὃεν έχει απλῶς μέγιστο στοιχεῖο }Ι αυτό ο τσιγκούνής 
Κροίσος «φαΐνεται τὀσο γαλαντόμος µε ένα μαθήματικὀ πρόβλημα που 
μάλλον ὃεν λύνεται αφού απλῶς ὃεν υπάρχει μέγιστο στοιχείο; 


Τ1 λέτε, τι νομίζετε, ....... (4ιαπραγιματεύοντα!Ι οἱ απαντήσεις για 2 Λεπτά το 


πολύ.) 


Υπάρχει τρόπος µε τήν απαγωγή σε ἀἆτοπο να αποοείζουµε ὅτι ὃεν έχει 
μέγιστο στοιχείο; 


(ήιαπραγματεύεται τήν ὁιατὐπωση, ὁδήλ. «Όα υποθέσουμε ὅτι έχει ένα 
μέγιστο, το α, για το οποίο θα ισχύει ας  (ὃεν μπορεί να εἶναι το 1) και θα 
καταλήόουµε σε άτοπο») 


Απόοόειζηή µε γεωμετρική εποπτεία 4νάμεσα στο α καὶ στο ᾖ, στήν μέση 
, , , , αι | αγ] , 
ακριβώς, υπάρχει ο «μέσος όρος» τους το οι Όμωςας - «Ι, ἀτοπο, 


ὁιότι υποθέσαµε το α ως μέγιστο Καὶ µιας βγήκε ένα ἆλλο «πιο μέγιστο» 
ὀεδομένου ότι το μέγιστο -όταν υπάρχει- εἶναι μοναδικὀ. 


Αποὸείῖόζτε το τῶρα στο χαρτί, όπως το εἴχαμε αποοείζει σε προηγούμενο 
μάθημα: 


Ένα τρόπος εργασίας των μαθητών είναι ο εξής: 


α 





Μάθαμε,ότι Ανας«β.τότεας ρ «β γιαβςΙ 


. αγ 
Έχω Ανας],τόεας ο «1; δηλ. βρήκαμε ένα νέο μέγιστο, το 


α--]Ι , 
- 'ἁἀτοποί 
2 


Μπορούν να δουλέψουν και µε πιο αναλυτικά ως εξής : 


α«.θανακαν]22ακαγίσ-2ακς (ανα κσο- 


ος μα 





Επίσης: 


α«ΙΞ2ατΙ«1912α91«295(α 1) «σ29-.-«ἱ 


Μπορούν να δουλέψουν και αναλυτικά Ως εξής: 


ο πτ 





Για να αποδείξουµεότιας- «Α, αρκεί να αποδείἔουµε 


θα-2- «Ἀβήθακακβ«2β) 


ή(α-«α-γβρ καιατρς2β) ή(ζας« 4 --β Και α.βςᾖ2β) 


που ισχύει και άρα τελείῶσε και η απὀδειξη. 
Τελικά: 


Ίο (0,1) ὃεν έχει μέγιστο στοιχείο Καὶ µε τον Ι9Ιο τρόπο μπορούμε να 
ὀείζουμµε ότι ὃεν έχει ούτε και ελάχιστο. 


Θεωρούμε, ότι ο καθηγητής µπορεί να κάνει την προσέγγιση µε την µέση 
τιµή και µε γλώσσα Αλγεβρική που ταυτοχρόνως εποπτική µε το 
παρακάτω σχήμα, στο οποίο θα κάνει και την καθαρά γεωμετρική 
προσέγγιση . Η λογική «Ὑπάρχειη µέση. αλλά και η µέση τῆς µέσης κ.ο.κ. 
προλειαίνει και τις επίµενες παρεμβάσεις. 


4. Το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ χωρίς τα Α και Β, ὃεν έχει άκρα 
(Απόδειξη µε απλά επιχειρήματα. 1 εὠμετρικά) 


Έχουμε το ΑΒ µε τα 
άκρα του καιτα οποία Α Η 
εξαιρούµε στο κάτω ΏΩ0Ώ 
σχήμα, όπου τα Α και 
Β ὃδεν υπάρχουν | 

- Β 
απλώς στην θέση τους μυ, [ | 
βάζουμε δύο 


τρυπούλες για να υποδηλώσουμµε ότι ὃεν υπάρχουν αυτά τα σηµεία. 


ος μα 





Ας υποθέσουμε ότι στο µέρος κοντά στο Β. υπάρχει κάποιο άκρον το. 
Το 1’, δεν ταυτίζεται µε το Β. Ανάμεσα στο Γ και στο Β. λέει ένα αξίωμα 
της ΙΤ εὠµετρίας, υπάρχει ένα άλλο σηµείο Μ., ανήκον στο ευθύγραμμο 
τµήµα 1 Ὦ και είναι ὁιαφορετικό και από το 1 και απὀ το Β. Ἔτσι ενώ 
υποθέσαµε ως 1 νέο άκρο αποδείξαµε ότι υπάρχει και ένα άλλο Μ. πιο 


κοντά στο κενό του Β. που ὃεν είναι το Β. ἀτοπο] 


5. Το ανέκδοτο του σχοινιού µε την κομμένη άκρη 


Ανακοινώνει ο καθηγητής: 
«ΦΘυμήύηκα ένα μικρό σύντομο ανέκδοτο πάνω στο αποτέλεσμα: 


Σε ένα Ψυχιατρικό Ιόρυμα , ἕνας τρόφιµος, ῥλέπει έναν ἆλλον να προσπαθεί 
να ζεμπλέόει ένα κουβάρι σχοϊινΊ που έχει στα χέρια του καὶ ὁιαμείβετα!ι ο 
ακόλουθος ὁιάλογος: 

-Να το ζεμπλέόεις προσπαθείς; 


-Όχι! ....4υτό εἶναι δύσκολο! «... Μόνο τήν ἀκρή του κουβαριού 
προσπαθώ γα βρω) 


-{υπάμαι, αλλά ὃεν θα τήν βρεις ποτέ, ὁιότι τήν έχω....κόψει{) 


ὅ Δεν είναι ακριβώς ένα αλλά τρία σε µια ειδική ομάδα αξιωμάτων που διατύπωσε ο 
Χίλμπερτ έχοντας την φιλοδοξία να µην υπάρχει απολύτως κανένα κενὀ στην Ευκλείδεια 
Γεωμετρία: 


ο (11!) Από τρία διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας ένα και µόνον ένα βρίσκεται 
μεταξύ των δύο άλλων. 


ο ([12) Για οποιαδήποτε δύο σηµεία Α και Ι υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο Β στην 
ευθεία ΑΙ τέτοιο, ώστετο σηµείο ΙΓ να βρίσκεται μεταξύ του Α και του Β. 

ο ([1:) Για οποιαδήποτε τρία σηµεία µιας ευθείας υπάρχει όχι περισσότερο από ένα 
σηµείο που βρίσκεται μεταξύ των δύο άλλων. Η σχέση του «μεταξύ» για σηµεία σε 
µια ευθεία µας επιτρέπει να ορίσου με την έννοια του ευθύγραμµου τµήµατος. 





«ΙΙού ἐγκειται το αστείο παιδιά καὶ τι σχέση ἔχει µε το αποτέλεσµα που 
βρήκαμε,» 
1. ράψτε την απάντησή σας στο ΦΓ. 


Γίνεται διαπραγμάτευση και ανακοίνωση του τελικού αποτελέσματος ότι 
δηλ. «Αν κόψω τις άκρες του [0.1] και κατασκευάσω το (0.1) αυτό κατά 
πολύ περίεργο τρόπο, αλλά μαθηματικά αποδεικτικό, παύει να έχει άκρα. 
έτσι όπως είναι το κόντρα φυσικό μοντέλο που έχουν στον νου τους όλοι 
οι ἀνθρωπου) 


6. Γιατί το (0.1) είναι απειροσύνολο; 


Γράψτε το ερώτημα: 


«Γιατί το (0.1) είναι ένα απειροσύνολο., δηλ. έχει άπειρα στο πλήθος 
στοιχεία;» κε.  ράψτε έναν τρὀπο που µμπορούὐμε να 
επιχειρηµατολογήσουμε γι αυτό... 


Μερικές αναμενόμενες απαντήσεις: 


Ι. Ὑπάρχειτο 0.9 το 0,99 το 0.999 το 0.9999το....το 0.293... ... 
Ὢ--θ--ονν--------------' 


ντοπλήθος εννιάρια 
µε το ν «όσο µεγάλο θέλουμε) ” 
2. Αν υπάρξει εμπλοκή στην εξήγηση. μπορούμε να θεωρήσουμε την 
ακολουθία 0,2 0.33 0.233 κ.ο.κ. που είναι άπειρη και ο 
«απειροστόο) τῆς όρος είναι το 1/3 εντόςτου (0.1) 


3, Εδὠ όµως µπορεί κάποιος να πει ότι είναι πάντα πεπερασμένοι αυτοί οι αριθμοί, αφού οι άπειροι 
κάνουν το 1 που είναι εκτός του συνόλου! Η εξήγηση εδ έχει να κάνει µετις δύο θεωρήσειςτου 
απείρου ὡς «εν δυνάμει» -δυνητικὀ άπειρο και το «ενεργεία» .Ως «δυνάμει άπειρο» εννοούμε λ.χ. 
στους Φυσικούςτην δυνατότητα για κάθε φυσικό να φανταζόµαστε έναν µεγαλύτερο, ενώ ως 
«ενεργεία άπειρο» πάλι γιατους Φυσικούς εννοούµετο ως «ολοκληρωμένο άπειρο» όπωςτο 
εννοεί Και ο (ΔΠΙἵοΓ Και όπως δεν το ήθελε ο Αριστοτέλης. Οι κονταροκτυπούµενες οπτικές έχουν 


παραγάγει την γνωστή παρανόηση ότι λ.χ. η ακολουθία α, 1 πλησιάζει το 0 καθώς ν -»οο, αλλά 


ν 
ποτέ δεν το φθάνει και η «άλλη» οπτική, του «ολοκληρωμένου» απείρου («ενεργεία») ότι γίνεται 0, 


ας µην μηδενίζεται ποτέ το κλάσμα 1 
ν 


80... ”ϐ”1ϐ1ϐ":.  ΗΩΗΩΕΠΩὪ.ϱ.,.. 





3. Για κάθε δεκαδικό στο (0.1) λ.χ.τον 0.256/ σχηµατίζῳ «πολύ κοντά 
του» άπειρους άλλους: 0.25660 -0,.25600-0.2569909-0,5569999... και 
µετά απὀ άπειρα βήματα φθάνουν στον 0.526/ 


1 
4. Όλοι οι όροι της ακολουθίας ἄν ---- είναι άπειροι και ευρίσκονται 
ν 


εντός του (0.120 

». Με τον µέσο όρο: Ὑπάρχει το 2 στην µέση. Έχουμε δύο τμήματα 
που χωρίζουµε ἕἔανά στην µέση. Έχουμε τώρα 4 που χωρίζουµε 
ξανά στην µέση . Έχουμε ὅ που χωρίζουµε στην µέση. Έχουμε 16 
που χωρίζουµε στην µέση κ.ο.κ. 

6. Και χωρίς την απαίτηση ο χῶρισμµός να γίνεται στη µέση. |; 


7. Είναι το (0.1) εκτός από άπειρο και «απέραντο σύνολο.» 


Να ὁδιαπραγματευθούµε το ερώτηµα: «Όπως διαπιστώσαμε, το (0.1) δεν 
έχει ούτε αρχή. οὖὐτε τέλος. Μπορούμε να πούμε ότι το (0.1) είναι ένα 
απέραντο σύνολο;....Μπορούμε να το χαρακτηρίσουµε µε την λέξη 
«απέραντο»; 


Γράψτε την γνώµη σας στο χαρτί και ὀποιο επιχείρημα έχετε να 
υποστηρίξετε την ἀποψή σας 


Η διαπραγμάτευση γίνεται κυρίως µε την έννοια της λέξης «απέραντοξτο 
µη έχον πέρας/πέρατα. Η Ευθεία είναι απέραντη. γιατί ὃεν έχει πέρατα, 
οὗτε αρχή. ούτε τέλος. Η ηµιευθεία είναι απέραντη διότι αν και έχει αρχή, 
ὃεν έχειτέλος, ενώ το (0.1) αποδείξαµε ότι δεν έχει αρχή ούτε τέλος, είναι 
«α-πέραντο» ενώ έχει πεπερασμένο μήκος. Επίσης αν θεωρήσουμε την 


ημιευθεία (0, -Γοο) ούτε αυτή έχει αρχή και τέλος ενώ η [0. -Γοο) έχει µεν 
αρχή. αλλά ὀχι τέλος 


ι ͵ / / / ] / / , / 
10 Εδώ το 0 δεν θεωρείται ποτέ ὡς άπειρο όριοτου --, διότι το κλάσμα δεν μηδενίζεται ποτέ, σε 
ν 


αντίθεση µετην σειρά (ακολουθία }) 0,9999... που επ άπειρον εννοείται ως 1. 
1}Πάµε πιο Κοντά στην µη ρητώς διατυπωµένη έννοιατου πυκνού συνόλου. 


8ϐϱ..”"”.”"”. ΩΩ. 





δ. Μήπως το (0.1) είναι «ίσο» µε το (--.ο, 190): (Αυτό ...πια]) 


Φα δούµε όλοι μαζί τώρα ένα σχήμα 1 εωµετρίας και την εκφώνηση που 
υπάρχει στο ΦΕ σας: (Εξηγεί όµως το σχήµα στον ὁιαδραστικό πίνακα ή 
στην προβολή από Η/Υ) 





.. Εικόνα του χ πάνω στο 


«Το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ. απὀ το οποίο σχηματικά λείπουν τα άκρα του 
Α και Β και τα οποία συμβατικά έχουµε σχεδιάσει µε δύο κυκλάκια, αν 
καιτα σηµεία είναι αδιάστατα. Το ΑΒ είναι παράλληλο στην ευθεία ΕΚ. Το 
ΑΒ θα μπορούσε να είναι το (0.1). το Ε η ευθεία των πραγματικών 
αριθμών. Το χ. ένας οποιοσδήποτε αριθµός ενδιάµεσος στο (0.1). Και η 
«εικόνα του χ πάνω στο Β» ένας αντιστοιχιζόµενος αριθµός µε τον τρόπο 
που περιγράφουµε ως ακολούθως: 


Από το «κάθε χ», φέρνω κάθετη στο κάτω ημικύκλιο που το τέμνει σε ένα 
µόνο σηµείο 1. Ορίζεται η μοναδική ακτίνα ΟΙ, της οποίας η προέκταση 
τέμνει την απέραντη ευθεία σε µία «εικόνα του χ (Ἐαντίστοιχο σηµείο) 
πάνω στο Β») 


Αντίστροφα: (Βλέπουμε το σχήμα κατασκευαστικά αντίστροφα) 


Όπως έχουµε µία «εικόνα του Χ πάνω στο Ε» την συνδέουµε µετο κέντρο 
του κύκλου, που τέμνει τον Κύκλο σε μοναδικό σηµείο Τ. Από το [. 
φέρουμε την προβολή του 1 πάνω στην ΑΒ που είναι το µονασικό χ. 


Στην παραπάνω κατασκευή : 


80... ”"”.”. ΩΩ... 





Παΐρνουμε ένα οποιοδήποτε σηµείο-αριθομό χ στο ΑΒ και µέσω µιας 
γεωμετρικής κατασκευαστικής ὁιαδικασίας το αντιστοιχίζουµε σε µια 
εικόνα του στο ΕΚ. Μετά, αντιστρόφως, αλλάζουμε την κατασκευή σαν να 
φτιάχνουμε το ἰδιο σχήμα µε άλλο τρόπο και παίρνουμε µια τυχαία 
«εικόνα στο Β» και κατασκευαστικά την αντιστοιχίζουµε σε μοναδικό χ 
στο ΑΕ. 


Δηλαδή: Πήραμε έναν αριθµό χτου ΑΒ καιτον αντιστοιχίσαµε σε έναν 
άλλον αρισθµό («εικόνώ)στο Γ. Η ὁδιαδικασία αυτή λέγεται στα 
ή η π ---- -- ---ὑὉυ---- 


Μετά. αντιστρόφως, πήραμε έναν αριθµό στο Ε και τον αντιστοιχίσαµε 
σε έναν αριθµό στο ΑΒ. ἩΗ διαδικασία αυτή στα Μαθηματικά 


Κοιτάξτε τώρα το ίδιο σχήμα σε κίνηση. όπου η μεταβλητή χ διατρέχει το 
ΑΒ και η εικόνα του χ διατρέχειτο ΕΚ (Το σχήµα σε δυναμικό σύνδεσμο 
(αεοδεῦτα εδώ|) 


Ερώτηση: «Όταν το χπάει πάνω στα Α είτε Β. ποία είναι η εικόνα του στο 
κ και γιατί; 


Ερώτηση: «Μπορεί να υποστηρίζει κάποιος σοβαρά, ότι το σύνολο (0.1) 
έχει το ίδιο ακριβώς άπειρο πλήθος στοιχείων µε το ΜΒ, παρ΄ότι όλοι 
γνωρίζουμε ότι (0,1) ς ΙΝ και μήκος του (0.1) µία µονάδα, ενώ το μήκος 
του Β άπειρο ; 1]οίο το επιχείρημα; 


Απάντηση: 





9. Το ἀἆθροισμα των ἀάπειρων στο πλήθος πεπερασμένων 
ποσοτήτων 


Ερώτηση: Αν πάρω άπειρα στο πλήθος ευθύγραμμα τµήµατα. έχω 
άπειρο χρόνο | καιτα βάλω το ένα δίπλα στο άλλο, διαδοχικά όπως 
λέμε...... Τιθα πάρω ως αποτέλεσµα; 

ο Γυθύγραμμο τµήµα; 

ο ΠΗμιευθεία ή... 

9 ΓἘυθεία; 


(Εξηγείστε την διαδικασία) 


Αναμενόµενες απαντήσεις : 


ο ἨΗμιευθεία, αφού ξεκινώ απὀ κάπου και συνέχεια δεξιά προσθέτω 
άπειρα ευθύγραμμα τµήµατα και αυτή η απειρία οδηγεί σε 
απεριόριστο μήκος δεξιά, άρα ηµιευθεία. 

ο Ἠυθεία , αφού βάζω δεξιά και αριστερά άπειρα ευθύγραμμα 
τμήματα και άρα έχω απεραντοσύνη εκατέρωθεν του αρχικού 
τμήματος, άρα ευθεία. 

ο Το ευθύγραμμο τµήµα, είναι µια απάντηση που είναι εξαιρετικά 
απίθανο να δώσει κάποιος μαθητής, παρ΄ ότι το μοντέλο το έχουν 


1. Εδώ για να κάνουμε πιο ζωντανότο παράδειγµα, µετερχόμαστε της έννοιας της άπειρης 
διαδικασίας, όμως κανείς ποτέ δεν έχει άπειρο χρόνο για να κάνει κάτι. Ακόμα κι αν υποθέσουμε ότι 
έχει, η εργασία του δεν θα τελειώσει ποτέ, οπότε δεν έχει απολύτως κανένα νόηµατιθα καταφέρει 
στο τέλος της άπειρης χρονικά εργασίαςτου. Στην Πληροφορική το έχουν λύσει µε τον ορισμό του 
Αλγορίθµου, «ως µια πεπερασμένη σειρά ενεργειών, αυστηρά καθορισµένων και εκτελέσιµων σε 
πεπερασμένο χρόνο, που στοχεύουν στην επίλυση ενός προβλήματος.» Οι μαθηματικοί από την 
άλλη θεωρούν τα Μαθηματικά αχρονικά, αλλά οι σπουδαστές των Μαθηματικών, Φτιάχνουν όλοι 
μοντέλα µε χρόνο λ.χ. Σειρών, τα µερικά αθροίσµατατων οποίων «ὁλο και αυξάνονται Και ποτέ δεν 
φὐὑάνουν το ὀριο της Σειράς» που είναι µια κύρια πηγή επιστηµολογικών, διδακτικὠν εμποδίων του 
Απειροστικού Λογισμού. 


πο μ-. 
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δει χρονικά πριν λίγο µε μαθηματικά Δημοτικού, αλλά γνωρίζουμε 
εμπειρικώς ότι ὃεν το έχουν κατανοήσει σε απαιτούμενο βάθος: 


0 
τς ο τη Ἔωε είναι άπειρα κλάσματα του 


ευθυγράµµου τµήµατοςπου έχει μήκος 1. τα οποία όλα µαζί, άπειρα 
στο πλήθος, κάνουν το | που είναι πεπερασμένο. 

Είναι το ήδη ὁιαπραγµατευθέν αποτέλεσµα 0.9999....ΞΙ 

Αφού γίνει η διαπραγμάτευση µε τις οµάδες και την τάξη, 
παρουσιάζει και το παράδειγµα µε την 1 εωµετρική Σειρά οπτικά: 


9 
Η παράσταση Τρ κ. ΠἩ 


Ί Ί 





Κάθε ένα από τα µεγάλο κίτρινα τετράγωνα έχει εμβαδόν 1-1. 
Όταν τα χωρίσουµε στην µέση είτε µε µεσοκάθετο σε µια πλευρά, 
είτε µε διαγώνιο και αυτό το συνεχίζουμε απεριόριστα, τότε 
μπορούμε να πάρουμε έχουµε το εξής απεριόριστο άθροισμα: 

τς Ἱ ἵ  ἱ | 

24 ]ς 1 4 σν το οποίο φαίνεται να 


πλησιάζει το | συνεχώς σε κάθε πεπερασμένη προσέγγιση και να 
γίνεται τελικά | ταν έχουμε «συντελεσμένη την άπειρη 
προσέγγιση» Αλλά μπορούμε να το υπολογίσουμε όπως και το 
0.999...Ξ1 








Γ ἳ ἵ  ἳ  1ἱ 1 
ο ποτ τρ ν ρα ηημὸ κε µη 
2 4 ὃ Ι6 32 ϐ648 
Γ τ ἵ  ἳ  1ἱ 1] ] ] 
ο ο παπι π  ππκππ σπορ ώπη 
2 4 ὃ Ι6 32 ϐ68 στ αν 
21-51 
πα 


Επίσης επιδεικνύεται Και το επόμενο σχήμα µε έµφαση στην 
γεωμετρική διαδικασία σύγκλισης, στο ότι «όσο κοντά και έχουµε 
πλήσιάσει στο Ἰ, πάντα μπορούμε να πλήησιάσουµε «οσοὀήποτε 
πιο κοντά»! µε διχοτόμηση του εναποµένοντος διαστήματος» 
4Πῄλ. το οποιοδήποτε πεπερασμένο ἀθροίσμα που απέχει από το 1 
απόσταση α, πλήσιάζει ακόµα πιο κοντά α/2 . Άρα το επ άπειρον 
άθροισμα ισούται µε Π. 





Στο παραπάνω σχήµα παρατηρούμε: 


15. Η έννοια του «οσοδήποτε κοντά» είναι µια κεντρική «πυρηνική έννοια του Απειροστικού 
Λογισμού , απολύτως θεμελιώδης για την έννοια του ορίου και της σύγκλισης. Για παράδειγµα όταν 
λέμε «Δύο αριθμοί α και β είναι «οσοδήποτε κοντά» αποδεικνύεται ότι αξβ. Η ιδέα της απόδειξης 
γι αυτό, είναι εὐκολα κατανοητή µε απαγωγή σε άτοπο: Αν υποθέσουμε ότι δεν είναι ίσοι, τότε θα 
έχουν µια απόσταση μεταξύ τους ας την πούμε χ, όσο μικρό και να εἶναι αυτό το χ. Όμως, υπάρχει 
και η απόσταση χ/2, που είναι το ήμισυ της πρώτης, άρα οια,β, δεν απέχουν «οσοδήποτε κοντά!» 
που απαιτείται στην υπόθεση, άρα ἀτοπο! Δεν απομένει λοιπὀν, παρά να είναι ἴσοι, δηλ. αξβ. 


σος κα 





ο Ηδη µετά το 1/126, τα βήματα µικραίνουν -σχετικά πάντα- πάρα 
πολύ. 


ο Κάνουμε σχεδόν σηµειωτόν κοντά στο |. 


9 Κάθε φορά που κάνουµε ένα βήμα για το άθροισμα. μένει ένα ίσο 
Ίιια μέχριτο |. το οποίο κόβουμε στην µέση και πραγματοποιούμε 


το μισό κ.ο.κ. 


ο Κάθε φορά που κάνουµε ένα βήμα, µε τον τρόπο του Ὠηµίσεος 
υπολειπόμενου βήματος, απομένει ένα ἀλλο βήμα µέχριτο 1. ίσο µε 
το τελευταίο βήμα. Όμως εμείς κάνουµε πάντα το μισό του 
εναποµένοντος βήματος µέχρι το |. 


ο Απομένουν έτσι πάντα άπειρα άλλα βήματα που δεν έχουµε κάνει 
µέχριτο 1. Δημιουργείται η εντύπωση ότι πλησιάζουµε «οσοδήποτε 
κοντά στο 1» αλλά χωρίς και να το φθάνουμε ποτέ. 


ο Ἡ αλήθεια είναι ότι σε οσαδήποτε πεπερασμένα βήματα ὃεν το 
φθάνουμε. Θέλουμε άπειρο χρόνο για να το φθάσουμε και ὃεν 
υπάρχει άπειρος χρόνος για επαλήθευση. Αλλά. σε άπειρα βήματα, 
ανέφικτα µεν απὀ άνθρωπο είτε απὀ αλγόριθμο Η/Υ, το φθάνουμε! 


ο Όποιο βήµα και να είμαστε, πίσω µας έχουµε πάντα πεπερασμένα 
βήματα, ενώ μπροστά µας πάντα άπειρα! 


ο Από την αρχή γνωρίζουμε ότιτο αποτέλεσµα του άπειρου 
αθροίσματος είναι | διότι εργαζόµαστε σύμφωνα µε το παρακάτω 
μοτίρο: 
. 1 {. 1 1 Γ 1 1 1 Γ ἵἹ ἱ | 1 
οι πο ορ οθο ς αμες με νο Ίως ἡ αρε με- 
.. ο. 2 4 4 2 4 8 8 24 8 16 16) 


 ἵ Ἱ 1 1 1 τς ἵ Ἱ  ἵτ | 1 
ο Ἔ--- ἰ---ἰ---- ἰ- ----- ----,] ξ- ---- ---ἰ- -- - ---- τα ----- - ----- ---- τελικά: 
2 4 ὃ Ι6 352 392 2 4 8 16 32 64 64) 
ο ἵ Ἱ  ἵ 1 1 
Ἱτ--Γ-- Έ-- Ἑ--- Ἔ---- Ἑ---- ------- 
2 4 ὃ 16 32 ϐ60 126 
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10.Το Μοντέλο του ΙΚλάϊν για την Ὑπερβολική Γεώωμετρία 


Στην Ὑπερβολική 1 εωμµετρία, «από σήμείο 
4 εκτός ευθείας(ε) άγονται τουλάχιστον ὁύο 
ὁιαφορετικές ευθείες παράλληλες προς 
αυτήν.» 4υτό εἴναι αντίθετο µε το ὃ 4Αζωμα 
του ΓΕυκλεΙδη ὁὀπου προβλέπει τι «από 
σήμιεῖο 4 εκτός ευθείας (Ε) άγεται μοναδική 
παράλληλη προς αυτήν» Μόνο αυτή ή 
αλλαγή στο αζίωμµα φτιάχνει τουλάχιστον δύο 
άλλες Γεωμετρίες αφού ή ἀρνηση στην 
πρὀτασή «ἀγεται µοναοική παράλλήλος προς 
αυτήν» εἶναι «4ἄεν ἆἄγεται μοναδική 
παρἀλλήλος προς αυτήν» ο οποία Λογικά 





μεταφράζεται στο «ἀγονται τουλάχιστον ὁύο ή καμία παράἀλλήλες/ή προς 
αυτήν» . Το μοντέλο αυτή τής μίας ὁιαφορετικής Ιεωμετρίας που 
ὑλοποιούν το « τουλάχιστον ὁύο» (υπάρχουν ὁδιάφορα) υλοποιείται στο 
ὀιπλανό σχήμα: 


Το επίπεδο είναι ένας κυκλικός δίσκος χωρίς όμως τον κύκλο (όπως 
το (0.1) που ὃεν έχει ἀκρα-πέρατα) 

Το επίπεδο αυτό είναι απέραντο αφού δεν έχει πέρατα 

Κάθε ευθεία σε αυτό, έχει ανοικτά άκρα είναι σαν το διάστηµα (0.1) 
Κάθε ευθεία είναι απέραντη. 

Στο Α έχω δύο ζεύγη αντικείµενων ημιευθειών: Έχουν όλες αρχή το 


Ι Ι 
Α και δεν έχουν τέλος .. (Όπως ισχύει µετο (0.1)Ξ{0. 3] ω ς 1) 


Από σηµείο Α εκτός ευθείας (ε) άγονται πάνω απὀ µία παράλληλες 
προς αυτήν. (Δύο ή και παραπάνω) 


11.Ένα μοντέλο της Παραβολικής Γεωμετρίας: 


Σε µια επιφάνεια µιας σφαίρας υλοποιείται η σφαιρική Γεωμετρία που 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ὡς μοντέλο Παραβολικής Γεωμετρίας 


14 Το σχήμα έχει ληφθεί από Μαθηματική Εργασία των Δόρντσιου Κ. δι Τσιντσιφά Γ. εδώ: 
αοερἰανογ.ρ(/33351353-ΥρεΓνοιἰκὶ-σθοπιείγίᾶ-ῖο-πιοηῖς[ίο-ἴον-ροίπεβί6-πιθΓος-αᾶ-Καί-ΠιθΓος-ν- 





Γηθγος-α.Πῖπη] 


ἣ8ϐϱ..””"ϐ”"ῦ”.. ΠΩ... 





αφού υλοποιεί το «από σηµείο εκτός 
ευθείας δεν ἀγεται καμία παράλληλος 
προς αυτήν.» Ίοιες όµως θεωρούμε 
ως ευθείες σε αυτό το μοντέλο όπως 
βλέπουμε στο σχήμα; 


ο ὮἩ απὀσταση ΑΗ πάνω στην 
σφαίρα όπως περίπου είναι και 
η Τη. πρέπει να υλοποιεί την 
ὁιαισθητική απαίτηση που 
υλοποιείαι σε όλες τις 
γεωµετρίες, ότι «η ευθεία 
υλοποιεί την ελάχιστην απόσταση μεταξύ δύο σημείων» Αυτή η 
απαίτηση πάνω σε µια σφαίρα υλοποιείται µε τόξο (Δεν μπορούμε 
να τρυπήσουµε την Τη για να εννοήσουµε µια χορδή που ὃεν έχει 
νόημα όταν είµαστε πάνω της) Και δεν υλοποιείται µε οποιοδήποτε 
τόξο, αλλά µε τόξο μέγιστου κύκλου. Όταν ένας μέγιστος κύκλος 
σφαίρας διέρχεται απὀ δύο σηµεία πάνω στην σφαίρα, αυτή η 
απόσταση εἶναι η μικρότερη ὀυνατή την οποία ακολουθούν 
υποχρεωτικά και για οικονομία χρόνου και καυσίμων και τα πλοία 
καιτα αεροπλάνα που ὃεν δεσμεύονται απολύτως από το ανάγλυφο 
του εδάφους. 

ο Αφού το «τόξο μέγιστου κύκλου» είναι το «ευθύγραμμα τμήμα» 
αυτής τῆς νέας 1 εωµετρίας, αναγκαστικά ο μέγιστος κύκλος θα 
είναι η ...ευθείαὶ Τότε όµως πώς υλοποιείται ότι «μια ευθεία 
οφείλει να είναι απέρναντη;:» Η απάντηση είναι ότι ο κύκλος, δεν 
έχει οὖὐτε αρχή, οὖὐτε τέλος άρα υλοποιεί το «α-πέραντος.» 





Εργασία για το σπίτι. 


Α) Πόσα κλάσματα υπάρχουν ανάµεσα σε δύο όλλα 


Ανάμεσα στα κλάσματα πι Καὶ πι μπορούμε να βρούμε ένα εκατομμύριο 
ὁιαφορετικά άλλα κλάσματα; Τελικά, πόσα μπορούμε να βρούμε; 
Β) Μαντεψιά ψηφίῶν. χῶρίς εκτέλεση διαίρεσης 


Αν 1/70.14255/1425/51425/5.....δηλ. είναι δεκαδικός περιοδικός µε 6 
περιοδικά ψηφία, τότε ο 6/7 που είναι το συμπλήρωμα του1/6 για την 


80... ”ϐ”ϐ"”.ΗΗΠΩΗΩΕΕΗΕΩϐϱ.ϱἛϱἛ-- 





µονάδα πόσα περιοδικά στοιχεία θα έχει και ποία; (Χωρίς να κάνετε 
διαίρεση) 


Γ) Μαντεψιά κλάσματος όταν ξέρουμε το δεκαδικό ανάπτυγμα 
συγκεκριμένου ἆλλου. 


Αν Τ/11 -ὐ,ο909090ΘΟΘΟΦΘΟΟΘΟΟΘΟ....τότεθ,οθοθροθθοοθοθοῦ...- 


Δ) πόσοι τρόποι υπάρχουν να γραφεί ο ίδιος αριθµός στο δεκαδικό 
σύστημα; 

Ο αριθµός 5 γράφεται στο ὀεκαδικό σύστημα αρίθμησης όπως ήδη τον 
γράψαµε. δηλ. ὥς 5. Ὑπάρχει άλλος τρόπος να γραφεί στο δεκαδικό 
σύστημα αρίθμησης; 

Ε) Ερώτηµα για µια ανισότητα: 
Ισχύει ότι 1.2451.23999000... : 
Σχόλιο: Τα δύο πρώτα δεκαδικά ψηφία είναι ίσα. Το ότι το τρίτο δεκαδικό 


είναι 4, µεγαλύτερο του 2 που είναι το τρίτο στον δεύτερο αριθµό. οδηγεί 
στην ισχύ της ανισότητας, όµως υπάρχει η ισότητα. 


ΣΤ) Το βέλος που δεν φθάνει στον στόχο του. 


ο Σήνων ο Ελεάτης ένας διάσημος φιλόσοφος απὀ την Ελέα της Κάτω 
Ιταλίας, έλεγε ένα παράδοξο” : «Ας υποθέσουμε ότι ρίχνουμε ένα βέλος 
προς τον στόχο του: Σε χρόνο {ι θα έχει διανύσει το μισό της απόστασης 





προς τον στόχο. Σε χρόνο ἰ2 θα έχει διανύσει το μισό της εναποµένουσας 
απόστασης (1/4) Σε χρόνο {: θα έχει διανύσει το μισό της υπόλοιπης 
εναποµένουσας απόστασης . Με αυτὀ τον τρὀπο, έχουµε συνεχώς και 
απεριορίστως επ άπειρον. να απαιτείται και ένας νέος χρόνος. Άρα το 
βέλος ὃεν φθάνει ...ποτέ τον στόχο του! 


1}Μια προσπάθεια συγκέντρωσης όλων των παραδόξωντου Ζήνωνα είναι στην Βικιπαίδεια εδώ: 


ηιτρς://6|.ννκἰρααἰα.οΓρ/ννκΙ/Παράδοξα του Ζήνωνα/ 


σος μα 





Γιάννης Πλατάρος ἃι κριτική φίλη, Άννα Τσαμπούρη. 
ΤΟ ΜΑΘΗΜΙΑΤΙΚΟ ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ «ΣΥΝΟΛΟ (0,1)» ΚΑΙ ΚΑΠΟΙΕΣ ΑΠΡΟΣΔΟΚΗΤΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 
ΤΟΥ. 


Τι έχετε να αντιπαραθέσετε στον Ζήνωνα µεβάση το σηµείο ὅ του Φύλλου 
Εργασία σας υποθέτοντας ότι το βέλος ταξιδεύει µε σταθερή ταχύτητα; 
Μπορείτε μαθηματικά και αξιόπιστα να λύσετε το διάσημο παράδοξο του 
Ζήνωνα του Ελεάτη: 


4) Ο Αχιλλέας καιη Χελώνα 


Ὑπάρχει και το πιο γνωστό παράδοξο του Ζήνωνα, αυτό του Αχιλλέα και 
της Χελώνας. Σύμφωνα µε αυτό, η χελώνα είναι σε απόσταση 5, 
προπορευόµενη απὀ τον γοργοπόδαρο («τον ὠκύποδα» ) Αχιλλέα. ο 
οποίος τρέχει 
πολύ ταχύτερα, 
να την «φθάσει. 
Σύμφωνα µε τον 
Ζήνωνα, µέχρι να 
διανύσει ο 
Αχιλλέας την 
απόσταση 5 σε 
χρόνο { . που τον 
χωρίζουν απὀ την χελώνα, αυτή θα έχει Κάνει κάποιο νέο διάστηµα 5. 
Μέχρινα καλύψει ο Αχιλλέαςτο νέο διάστηµα δι σεχρόνοίι . αυτή θα έχει 
διανύσει κάποιο διάστηµα 52. Μέχρινα καλύψει ο Αχιλλέαςτο 52 σεχρόνο 
Ό. αυτή θα έχει διανύσει ένα 51. Μέχρι να καλύψει το 5: σε χρόνο {: αυτή 
θα έχει πάει πιο μπροστά σε. κ.ο.κ. Ο Ζήνωνας υποστήριζε, ότι µε αυτή 
την λογική που παρουσίαζε, ο Αχιλλέας, δεν θα φθάσει ποτέ την Χελώνα, 
αφού πάντα η χελώνα θα θέλει κάποιο νέο χρόνο. 





Εσείς υποθέτετε ότι η χελώνα τρέχει µε σταθερή ταχύτητα 10πι/ΠΙΠ και ο 
Αχιλλέας µε διπλάσια ταχύτητα 20πΙήΠΙΠ , αρχικά απέχουν 5Ξ2θ0πι. 
απόσταση την οποία καλύπτει ο Αχιλλέαςσεξ Ίπήπ. 


Χρησιμοποιώντας την ίδια λογική του Ζήνωνα πώς θα ανατρέψετε τον 
συλλογισμό του; 


Να ληφθούν υπ όψιν τα εξής: 


Πολλοί ξεκινούσαν να λύσουν το πρόβλημα µε διατυπώσεις του τύπου 
«...έστω ότι θα συναντηθούν µετά απὀ χρόνο τ., τότε ο Αχιλλέας θα έχει 
ὁιανύσει χΞ20τ και η χελώνα ψΞξ]0τ. Μεταξύ των χ.ψ. ισχύει η σχέση 


χ-ψ-2θ, ἀρα 20τ-10τ-20. απὀ όπου συμπεραίνουμε 10τ:-20 καιτ]1θΠΠ. 


ϐ0...”". ΩΩ... 





Σε αυτούς υποθέτουμε ότι έλεγε ο Ζήνωνας: «Εγώ σου εξηγώ ότι ποτέ ὃεν 
την φθάνει και εσύ µου λες “έστω ότι την φθάνει;᾽.....» 


Το ίδιο υποθέτουμε ότι έλεγε ο Ζήνωώνας και σε αυτούς που ξεκινούσαν 
την λύση µε την παραδοχή «έστω ότι θα συναντηθούν σε απόσταση Π. 
Τότε ο Αχιλλέας θα έχει κάνει χρόνο .... κτλ» Θα τους ὁδιέκοπτε και θα 
τους έλεγε την ἴδια φράση! Φυσικά όλοι ξέρουν πολύ καλά και 
καλύτερα από όλους ο 2Ζήνωνας, ότι στην πράξη. την φθάνει και την 
ξεπερνάει! Το ζητούμενο λοιπόν. είναι να αποδειχθεί σε τι πάσχει η ίδια 
η λογική του Ζήνωνα και µε την ίδια προσέγγισή του. να αποδειχθεί ότι 
την φθάνει σε πεπερασμένο χρόνο και όχι σε άπειρο που θέλει η 
συλλογιστική του Ζήνωνα! 


Ντετέκτιβ Αριὐοτοτέλη. 


τρόπο αξιοπρεπές επιχείρηµα 


Τι έχουµε εδώ; 


αντι 


Ζήνων α Ελεάτης. 
βρέθηκε νεκρός μ᾿ ένα 
βέλος στην καρδιά 





Η) Αφού το [0.1) δεν έχει δεξί άκρο. μπορεί ακουμπήσει ένα επίπεὃο 
µε ένα σηµείο του; 


Έχουμε ένα μυστήριο : Θεωρούμε το [0.1) ὡς «ανοικτό δεξιώὼ) 
ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ. Το µέροςτου 1, είναιπροςτο Β. Το ΑΒ. δεν έχει 
άκρο Β. Δηλ. το Β που γράφουμε, είναι «χωρίς το Β» . Ας πούμε ότι 
πλησιάζουµε το ΑΒ σε ένα επίπεδο µε την «μη άκρη» που είναι το Β. 


Τι φαντάζεστε ότι θα μπορούσε να συµρεί; Αφού ὃεν έχει άκρα, σε ποιο 
σηµείο θα μπορούσε να «ακουμπήσευ) το επίπεδο; 


Μΐα απἀντηση: ισχύει ότι 0.1) {1} ΞΙ0.1] . Δηλ. αν φανταστούμε να 
πλησιάζει το επίπεὸο κάθετα. όταν το Α θα είναι σε απόσταση 1. θα 
υπάρχει ένα σηµείο του επιπέδου, που καθέτως πάνω του. θα είναι όλοι οι 


ος - 





αριθμοί οι μικρότεροι του 1. Αυτό το σηµείο του επιπέδου θα έχει «την 
θέση 1» 
Το σηµείο στην θέση 1 ὁηλαδή. θα είναι στο επίπεδο. Δηλ. το [0.Ι) δεν 
ακουμπάει µε δικό του σηµείο το επίπεδο. αλλά µε σηµείο του επιπέδου. 
Θ) Το [0.1) έχει «περίπου μήκος 1» ή «ακριβώς 1219 

Το µήκοςτου |0.11 προφανώς είναι 1. όπου γενικώς ισχύει ότι η απόσταση 
μεταξύ δύο σημείων α.β είναι |α-β Τι φαντάζεστε για το µήκοςτου [0.1): 
Είναι | ή περίπου 1; Έχετε επιχείρηµα μαθηματικό και ποιο; 
Ππιζήητούμενες πιθανές απαντήσεις : 

ο Το µήκος ενός διαστήματος είναι το απόλυτο της διαφορά των 

άκρων του. Όταν έχει χαθεί το ένα άκρο όπως εδώ το άκρο 1. όποιον 


αριθµό και να παίρνω προς το µέροςτου 1, λ.χ. τον α, όπως έχουµε 
δείξει, πάντα θα υπάρχει και ένας μεγαλύτερος προςτο µέροςτου |. 





α--ι] 
πχ. Ο µέσος ὀρος τους ο λν. Αυτό δεν έχει σταµατηµό, αφού 
” 4 Τ] ” ” ” ά ΄” 
μεταξύ 1 και μπορώ να βρω νέο µέσον όρο κ.ο.κ. επ άπειρον. 


Με αυτή την λογική για κάθε μήκος του διαστήματος που βρίσκω, 
υπάρχει ένα μεγαλύτερο. Αφού το μήκος είναι ένα και μοναδικό, δεν 
μπορώ να βγάλω αποτέλεσµα µε αυτή την λογική. Αρχίζω να βλέπω 
το 1, ας είναι το | έξω απὀ το ὁιάστηµα. Το | µπορεί να 
χαρακτηριστεί ως ο πρώτος μεγαλύτερος αριθµός στα δεξιά του 
ὁιαστήµατος |0.Ι) που δεν έχει καθόλου απόσταση από το σύνολο 
καθώς στέκει στα δεξιά του συνόλου και αριστερά στέκουν όλοι οι 
µικρότεροί του µη αρνητικοί Καθώς ΔΕΝ απέχει καθόλου από το 
[0.1) !΄ το μήκος του [0.1) είναι ακριβώς το |1-0ἱ5! 


16Την συγκεκριμένη δραστηριότητα θα μπορούσαμε να την φανταστούμε στην Γ΄ Λυκείου. Όμως 
λόγωτων γνωστών ενασχολήσεων µετις Πανελλαδικές αυτό «απαγορεύεται» . Επιτρέπεται όµως και 
μάλλον ενδείκνυται ως ερὠτημα στους πρωτοετείς του Μαθηματικού στον Απειροστικό στην 
εισαγωγική Τοπολογίατου Β, πριν να έχουν κάνει οτιδήποτε απὀ Θεωρία Μέτρου. 

1/ Διότι αν απείχε ένα απειροελάχιστο 6, θα είχαµε κι άλλους µικρότερουςτου 1, ενώ ΟΛΟΙ είναι στο 
[0,1) Ουσιαστικά βλέπουμε, ότι ενώ δεν υπάρχει ο «αμέσως επόµενος ή αµέσως προηγούμενος 
αριθµός» ενός πραγματικού είτε ρητού, υπάρχει ο «αμέσως επόμενος αριθµός είτε προηγούμενος 
ενός συνόλου που έχει ανοικτό άκρο δεξιά είτε αριστερά, αντιστοίχως. Ο επόμενος αριθµόςτου 
συνόλου [0,1) υπάρχει και είναι ο 1, που απέχει απὀ το σύνολο µηδενική απόσταση, δηλ.ο 1 
«ακουμπάει» εἶτε «εφάπτεται» του [0,1) και είναι ο µόνος µε αυτή την ιδιότητα για το συγκεκριµένο 
σύνολο. Στα μαθηματικά το λέμε «ελάχιστο άνω Φράγμα» ή ς«µρΓ{Θ6ΠΙµΠΙ (ή αντιστοίχως για αριστερά 
ανοικτό «μέγιστο κάτω Φράγμµα»-ΙπΠπιιιπι) . Οι έννοιες αυτές, όχι ὡς ονόματα αλλά ως Φυσικές 
εποπτικές γεωμετρικές έννοιες δεν έχουν κάποια δυσκολία πρόσληψης και είναι µια προπαίδεια για 
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ο Κάποιος µπορεί να επιχειρηματολογήσει πολύ απλά 1 εωµετρικά, 
ότι «αφού ένα σηµείο είναι αδιάστατο δεν έχει μήκος, άρα 
αφαιρώντας ένα αδιάστατο σηµείο από το [0.1 | και έχοντας το [0.1) 
ὃεν θα έχω µεταβολή μήκους. 

ο Κάποιος µπορεί να ξεκινήσει «όπως µε το βέλος που ὃεν φθάνει 
ποτέ στον στόχο του.» Ξεκινάμε απὀ το ϐ και µέχρι το 2 είμαστε 
µέσα στο σύνολο, µέχριτο 2 ψα, µέσα, µε οποιοδήποτε βήμα µέσα 
και µε επ άπειρον βήματα µέσα. φθάνουμε στο μήκος Ἱ. 

ο -εκινάµε µε πιο κοντινά βήματα προς τον στόχο: 

9ο 0ο 9 9 
στ τε τι. στ 

10. 1067. ιο 10’ 10’ 

επ άπειρον κάνουν ένα , αφού είναι ακριβώς το ίδιο αποτέλεσµα µε το 

0.9900...Ξι. 


Όλα τα βήματα είναι µέσα στο σύνολο και 


ο Σε µια συνεχή προς τα δεξιά κίνηση προς το 1:δ, οσοδήποτε κοντά 
αριστερά στο 1, διαρκώς αυξάνεται το μήκος 


τον Απειροστικό Λογισμό που δεν κάνουμε στα Λύκεια και ξέρουμε ότι προβληµατίζουν πρωτοετείς 
φοιτητές στο πρὠτο µάθηµα Απειροστικού που κάνουν. 

18 Υπάρχουν και διαφορετικές λ.χ. ταλαντευόμενες κινήσεις προς κάποιος αριθµό κάνοντας π.χ. µια 
Φθίνουσα ταλάντωση µπρος-πίσω απὀ έναν αριθµό µμέχρι µετά απὀ ἀάπειρα βήματα να 
σταθεροποιηθούν πάνω του. Αυτό το παράδειγµα θα μπορούσε να είναι η ακολουθία 


. αν ν άρτιο ͵ ͵ , ; . ͵ : ' : 
5 ΟΤΙΟΦ1 Κάθε κλάσμα άρτιου παρονομαστή πλησιάζει από δεξιά το 0 και κάθε κλάσμα 


1 ; 
----, αν ν περιττός 
ν 


µε περιττό, απὀ αριστερά. Οι μαθηματικοί λένε η ακολουθία «πλησιάζει απεριόριστα κοντά το 0» . Το 
λένε και ως η ακολουθία «πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στο Ο» εκφράσεις που έχουν µια πιο 
Φορμαλιστική επεξήγηση µε τον «εψιλοντικό» ορισμό της σύγκλισης. Υπάρχουν όμως και 
εναλλακτικές εκφράσεις -όὀχι και τόσο πολύ αυστηρές Μαθηματικές- που χρησιμοποιούνται: Όπως η 
γενική έκφραση «μετά απὀ άπειρα θήµατα ὃα σταδεροποιηῦὺεί-ακινητοποιηὺδεί πάνω στο 0»η οποία 
έχει δύο ισοδύναμα, Φαινομενικά αντιφαντικἀ, πορίσματα : 1) ότι η ακολουθία «δεν 
σταθεροποιείται ποτέ πάνω στο 0» και 2) ότι η ακολουθία «σταθεροποιείται στο 0 µετά απὀ άπειρα 
βήματα» Πως είναι δυνατὀν άραγε να ισχύουν και τα δύο χωρίς να αντιφάσκουν μεταξύ τους; Η 
απάντηση που πρέπει να κατανοήσει ο αναγνώστης ξεκινά απὀ την εξής αφαιρετική σκέψη που 
πρέπει να κάνει µε επιτυχία κόντρα στην Φύση της ανθρώπινης υπόστασής του και της µαθησιακής 
του στάσης και της διδακτικής του πρακτικής και της πεπερασµένης Φύσης του στον χρόνο: ότι «Τα 
μαθηματικά είναι άχρονα» Αυστηρά και µόνον για διδακτικούς λόγους όλοι οι δάσκαλοι των 
μαθηματικών, όσο αυστηροί και να είναι στο να µην χρησιμοποιούν εξωµαθηµατικές εκφράσεις, 
χρησιμοποιούν γι να εξηγήσουν τα μαθηματικά εκφράσεις χρόνου, ταχύτητας κίνησης όπως ακριβώς 
κάναμε και εµείς στην παρούσα εργασία για να εξηγήσουμε τα επιστηµολογικά εμπόδια στην έννοια 
του ορίου. Όταν το κάνεις αυτό, είναι σαν να καταστρέφεις ένα εμπόδιο που τίθεται μπροστά σου και 
µε τα συντρίμμια του να Φτιάχνεις ένα άλλο τείχος δίπλα του. Ομιλούμε ακριβώς για την λογική του 
Φαύλου κύκλου στην Διδακτική του Ορίου. Όλα ξεκίνησαν από την αρχαιότητα, όπου ο Αριστοτέλης 
προέκρινε την αντίληψη του απείρου ως «εν δυνάμει» δηλ. ὡς κάτι που αυξάνει συνεχώς. Αυτή η 
επεξήγηση που δίνουμε αυτή την στιγµή στην έννοια «εν δυνάμει» χρησιμοποιεί το χρονικό επίρρηµα 
«συνεχώς» θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε την λεκτική έκφραση -έννοια «στο διηνεκές» Ό,τι 
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Τ) Η διχοτόμηση ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ 


Έχουμε ένα ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ και το µέσον του Ο . Αποκόπτοντας 
τα δύο μισά, έχουµε λ.χ. το ΑΟ) και το 0Β. Επειδή όµως το Ο) είναι 
συγκεκριµένο και μοναδικό, ὃεν µπορεί να ανήκει και στα δύο ημίσεια. 


Ὑπάρχει κάτι το παράδοξο σε αυτό ή όχι; 
Πιθανές διαπραγματεύσεις: 


ο Έχουμε το σχήμα {Α.Ο και (Ο.Β] . Δηλ. το Ο θα ανήκει µόνο σε 
ένα από τα δύο. Όμως τα µήκη τους θα είναι ακριβώς ίσα. 

ο Τα δύο σχήματα δεν είναι ίσα, αφού «ὁύο ευθύγραμμα τµήµατα 
λέγονται ίσα, όταν µε κατάλληλη μετατόπιση συμπίπτουν.» Άρα 
µε αυτό τον ορισμό δεν είναι ίσα. (Έχει δίκιο όποιος μπορέσει να 
σκεφθεί τέτοια απάντηση) 

ο Αν θεωρήσουµετο Ο Ως κέντρο στροφής και στρίψουµε το ένα απὀ 
τα δύο ηµίσεια κατά 006 έχουµε πλήρη σύμπτωση, αλλά αυτό δεν 
είναι η απάντηση στην προηγούµενη ένσταση. καθώς αν κοπούν τα 


και αν χρησιμοποιήσουμε, ἐχει χρόνο και όταν ο χρόνος συνεχίζεται επ’ άπειρον, σε µια διαδικασία 
επαναληπτική µε βήματα, απλώς ποτέ δεν τελειώνει, απλώς δεν δίνει ποτέ αποτελέσµατα, απλώς δεν 
περατούται και µας δημιουργείται η εξαιρετικά εδραία ακλόνητη πεποίθηση ότι «όλο πλησιάζουµε 
και ποτέ δεν Φθάνουμε» Στην θεωρία Αλγορίθµων, όπως έχουµε ξἔανα-εξηγήσει, το ξέρουν πολύ καλά 
αυτό το αποτέλεσµα γι αυτό ως αλγόριθμο ορίζουν οποιαδήποτε διαδικασία που δίνει απαντήσεις- 
λύσεις σε πεπερασμένα -αυστηρά- βήματα. Γι αυτό άλλωστε ενδιαφέρονται για τα λεγόμενα 
«διακριτά Μαθηματικά» και όχι για τα «συνεχιστικά!» 

Η άλλη οπτική του απείρου -που δεν παραδεχόταν ο Αριστοτέλης αλλά καθιέρωσε και εδραίωσε ο 
Καντόρ- ως δηλ. µια οντότητα «τελειωμένη» Όπως λ.χ. γράφουμε το Ν ως ένα σύμβολο µε τρία 
τεθλασμένα ευθύγραμμα τµήµατα και εννοούμε σύνολο εμπεριέχον άπειρες οντότητες ή όπως το 
γράφουμε ως ΝΞ(Ο,Ι.2.3.4,5.6,...] ὁπου κλείνουμε στο τέλος το άγκιστρο Και µέσα του έχουν 
άπειρες μαθηματικές οντότητες. Αυτό το «ολοκληρωμένο άπειρο» είναι αχρονικό εξ ορισμού του, 
καθώὠςτο θεωρούμε «επιτελεσμένο» αν και άπειρο, «τετελεσμένο», ενώ εἶναι άπειρο! 


αν ν ἆρτιος 


Έτσι λοιπὀν, φθάνουμε στα εξής: Για την ακολουθία .. άλλοι λένε ότι «όλοι οι 


ἄα ἧἴ- 


γ 


1 ; 
----, αν ν περιττός 
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ὁόροιτης πλησιάζουν το μηδέν, αλλά ποτέ (Ξχρονικό!) δεν γίνονται μηδέν» ενώ άλλοι λένε «τελικά επ 
άπειρον, η ακολουθία μηδενίζεται» µε τους µη αντιλαμβανόμενους ότι πρόκειται περί δύο 
διαφορετικών οπτικὠντου ιδίου πράγματος, να απαιτούν απότους συνομιλητέςτουςνατους δείξουν 
προκλητικά πότε ένας όρος της αν γίνεται 0 αφού ο αριθµητής είναι πάντοτε µη µηδενικός, ενὠ 
στο α-χρονικό επιτελεσµένο άπειρο, η ακολουθία γίνεται 0Ο, µε εντελὠς ανάλογοτρόπο, πουτο [0,1) 
έχει µήκος 1 και όχι περίπου 1. 

Να σημειώσουμε, ότι αν είναι γνωστή η προσθετική ιδιότητα του μέτρου, Και ότιτο µέτρο στο για 
τοβ, είναι µ([α.β])Ξ|β-α| , τότε µ([α,βΙ)Ξ µί[α,(α.β)/2])ήμί[((α:β)/2,β)ή |β-α|Ξ[α-(α.-β]/2|χ κτλ 
τελικά µ([κ,λ])ξµ([κ,λ)) , από ὀπου τελικά κλειστό και ανοικτό διάστηµα µετα ίδια άκρα, έχουν ίσα 
μέτρα. 


- Σχολικό Βιβλίο Γεωμετρίας Κεφ. 2./ Σύγκριση ευθυγράµµων τµηµάτων Ίσα ευθύγραμμα 


ητίρ://8ΘροοΚκς.θαιµ.σΓ/πιοαμµ|ας/θὈοοΚκ/ςΠον.ϱΠρ/Ώδαι-ΑΙΟ1Ι/5/4/3720,16298 
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ὁύο ηµίσεια το Ο θα πάει σε ένα απὀ τα δύο, θα περισσεύει και τα 
δύο σχήματα παρ΄ όὀτιίσου (ακριβώς) µήκους, ὃεν είναι συμπτώσιµα 
κατά τον Ευκλείδειο ορισμό που ακολουθούν όλα τα βιβλία 
Γεωμετρίας στον κόσµο, πολλούς αιώνες!:. 


Διαδικτυακές Αναφορές: 


1) Πάρς://νννννν.αοβἀεπιια.οἆι/21246646/27. Η διδασκαλία του απείρου στην 
Μέση Εκπαίδευση/ 

2) Πήρς:/Ηννννν.αεαἀεπιια.εἀα/279401320/103. Περί της δυνατότητας τ ετρή 
σεως του μεγέθους μήκος 3πι / 

9) 
Π{έρς://νηνννν.αοαἀςειηΙα.οἁιι/212520665/76. Ορισμένες αποδείξεις ότι 0.9900 
.. 1. και το γιατί του εκπλήσσοντος αποτελέσµατος/ 


4) Πάρς:/ν/ννν.αοαάεπι1α.οἆιι/21250376/75. Μαθηματικά αντικείμενα και σχέ 
σεις στην υπηρεσία του Φιλοσοφικού και Μεταφυσικού στοχασμού/ 


9) Π{ρς://ννννν.αοβἀςιηΙα.οιι/212501 16/62. Για ποιό λόγο όλοι τελικά οι αρι 
θµοί είναι απειροψήφιοι/ 











30 Ας δούµε όµωςτι ισχύει στην πραγματικότητα: Αν από το ένα ήμισυ αφαιρέσουµε άπειρα σηµεία, 
αριθµήσιµα., το µήκοςτου, μαθηματικά, δεν αλλοιώνεται και αυτό συνιστά ένα απλό θεώρημα της 
Θεωρίας Μέτρου που έχει μόλις 2 αιώνες ηλικία, ενώ η Ευκλείδεια Γεωμετρία και πριν τον Ευκλείδη 
µετάτην απὀδειξη, 26 αιώνες τουλάχιστον. Ακόμα και από το Σχήµα ενὀςτετραγώνου αν αφαιρέσουμε 
άπειρα αριθµήσιµα ευθύγραμμα τµήµατα απὀ µέσατου, το εμβαδόν του δεν μεταβάλλεται. Και σε 
υποκειμενικό επίπεδο, αλλά και αυστηρά λογικό πλαίσιο, µη προσωπικὀ, δεν νοµίζουµε ότι πρέπει 
να αλλάξει ο ορισµός των ίσων σχημάτων ως προς το «συμπτώσιμων» µε κάποιον ἁἆάλλο, αφού 
κάποιος άλλος απλός ορισμός, ίσως δεν υπάρχει. Βλέπουμε δηλ. ότι αν δύο σχήματα είναι 
συμπτώσιµα είναι σίγουρα ίσα (1-1). Επίσης-αντιστρόφως- ίσα μπορούμε να θεωρούμε µόνον τα 
συμπτώσιµα, αλλά υπάρχουν λ.χ. δύο τετράγωνα µε ἰσες πλευρές και ίσα εµβαδά, που ως 
σημειοσύνολα, δεν είναι συμπτώσιμα. Περί αυτού πρόκειται. Τα συμπτὠσιµα εἶναι ίσα, ενώ τα 
τεκµαιρόμενα ως ίσα µε θάση κριτήρια γεωμετρικά, µπορεί και να µην εἶναι συμµπτώσιµα. 


ος μα 





